
осевых (cr\+1 на внешней поверхности) и кольцевых (a~-) на внутренней поверх
ности) напряжений, соответствующих оптимальным температурным полям

(9), (11); штриховые линии соответствуют случаю, когда наряду с указанны

ми ограничениями на температуру задана равная нулю в месте сочленения

ее производная. Из графиков видно, что температурные напряжения дости

гают максимальной величины в зоне высоких температур и имеют один и

тот же порядок.

Исследования показали, что для рассматриваемого случая локального

нагрева составной оболочки , изготовленной из одинакового материала, при

менительно к режимам локального отжига предпочтитеяьными являются

оптимальные температурные поля с максимальным значением температуры

в месте сопряжения оболочек.
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АН·УССР

ВЛИЯНИЕ УСЛОВИЙ ЗАКРЕПЛЕНИЯ НА ОПТИМАЛЬНЫЙ НАГРЕВ

ИЕОДНОРОДНОЙ Ц~ЛИИДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

n. п. БесеДИИ8, Я. П. Р~манчук

При выборе оптимальных режимов локальной термообработки цилиндри

ческой оболочки возникает задача определения таких температурных полей,

которые при заданных условиях локального нагрева обеспечивают низкий

уровень температурных напряжений.

Постановка и решение такого класса задач для случая однородных ци

линдрических оболочек рассмотрены ранее в работах [1, 3], а для бесконеч

ной неоднородной цилиндрической оболочки - в работе [4]. В качестве кри

терия оптимальности принималось условие минимума функционала упру

ГОЙ энергии оболочки.

Ниже в такой же постановке рассмотрено решение вариационной задачи

о нахождении экстремальных температурных полей в неоднородной цилин

дрической оболочке радиуса R и длины 2L при различных условиях закреп

ления граничных сечений. Неоднородность материала оболочки будем ха

рактеризовать изменяющимися вдоль осевой координаты модулем упругости

Е = Е (х) и коэффициентом линейного температурного расширения а =
= а (х), а значение коэффициента Пуассона v примем постоянным.

Система уравнений равновесия, записанных относительно компонент

перемещений, приводится [5] К разрешающему уравнению

d2
I d2W o ) 4h2a2 d2 2v

dX2~Е lfX2 + 4Е (шо - Bt) + 3 (1- v) R ([х2 (Ex t ) +TNo = О, (1)

w б аrде Шо = R; W - функuия проги ов; Х = у; Z - осевая координата;

l = 1; ; а = iI 3 (1 ---;"h~2) R2; 2h - толщина оболочки; е, = aT1; 'Х, =
а

= h Т2 ; T1 , Т2 - интегральные характеристики температуры; No - осе-

вое усилие, определяемое по формуле

No= - :1 {{Е(ШО-Вt)dХ+[+ :х (Е ~~o)+
-1

+ ~ (l ~a:) R :х (Ехд[J. (2)
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(3)

(4).

Упругая энергия оболочки представляется функционалом

К (Ша. ч, Xt) = 2n:
2h

S{Е r(Ша - Et)2 ++(dZo )' +
-1

2h2Xt ( а
2 -t:J2wo )] 1 - ,,2 2}+ 3(I-v) Х! +T~ + 4Eh2 Na ёх.

Условия закрепления краев представим следующим образом:

/

N1 = N а = Ц 1~ 'У2) ; 5Е (А1 :~ + : А2) ах,
-1

2hsas ± +
Ql(+l) = - 3(I-v2) R2 E(±l)(BJ wo(±i) + В2 ] ,

2h3a2 r ± dwo ± 1
М1(±I)= - 3(I-v2)R E(±I)lCJ (jX(±I) +С2 ,

причем знак «+» соответствует х = 1. а знак «-» - Х == - 1. В зависимости:

от значений постоянных А/. ы. Сг получим известные условия свободных ..
жесткоаащемленных, шарнирно-опертых, жесткозаделанных и упругоза

деланных краев цилиндрической оболочки.

Искомые семейства температурных полей , обеспечивающих низкий:

уровень температурных напряжений, определим из условия минимума функ

ционала (3), заданного на множестве функций Ша, 8t. '4. удовлетворяющих

разрешающему уравнению (1), граничным условиям (4) и дополнительным

ограничениям на допустимые функции в фиксярованных сечениях Х = Xf
следующего вида:

(5),

(Х/_I <Xf<X/+\' IXfl < J, i = 1, 2, . .. , т);

ФI (Х, 8t, Xt) = О, Хп <: Х <: хь (i = 1, 2, .•• , n). (6)-·

Здесь ШО/' ш\/' Мо/, QOf - некоторые постоянные, Ф, - заданные ограниче
ния на характеристики температурнои деформации.

Предполагается, что участки, на которых заданы ограничения (б);

не пересекаются. Отметим. что условия (5) в фиксированных сечениях зада

ются на величины, которые по физическому смыслу должны быть непрерыв

ными _в процессе деформирования.

Из необходимого условия экстремума [6] функционала (3) с учетом (2{
и соотношений (1), (4) - (6) получим следующие уравнения Эйлера:

~{~~ [8t - -1 ..5...~ А1 дФI ге (Х - Хп) - е (Х - Хl2»] +
dx 2 Ео dx 2 4 Е k.J де,

- i = 1

- 4h2a2E } n dФ .+ 3 (1 _ 'у) EoR Xt - L Ai --ае;- ['1'} (Х - Хп) - 'I'!' (Х - Хl2)] -
1=\

1

- ЕаЦl _ 'у)(1 ::'AA~)(1 _ v _ A1) {" (1 - А1) НШО - Et +
-/

++? t А1 :: (t} (Х - ХlI) - 'I'!' (х .. XI2»] + :/ s[+ 5Е (vw.-
~) ~ ~

т l d d2- (1 + ") Et) dX]dx - А2} = ~ Аа! + Л\! dx + 1'2/ dx2 Е +
J=J

+ ЛЗJ d~ \Е :х)] б( Х - Х/), (7»
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d
2
e/ + 2R 'Xt = _1_~{~~ ')..1 дФI [~(x - хн) - {} (х -XI2)J} +

dx2 а2 4 dx2 Е ~ де,
. 1=1

3 (1-v) е.я ~ ~ дФI .Q. ( .<1.(+ 4h2a2E ~ "'1 а:;;:; [U' Х - Хll) -v Х - Xi2)] +
i=1

т d+ ~ [')..2,6 (Х - х,) + 'Аз, ---;гх (х - х/н,
. /=1

1 1 _ 1 1 А1 1

А-т jЛdХ-Wо - 8t - 2лl(l-А1) j{2EГ jE[vwo- 8t(l + '\I)Jdx +
-~ -1 -1n .

+V(1-A1)lwo- et ++~ ~ ')..; :: (t}(X-Хil)-~(Х-ХI2»]}dx+
i=1

A
t

1

+ 2Evl(l-A
1

) j Е [vшо - (1 + '\1) е,} dx +
-1

'++~ t ')..1 дд~: [~(x - Хil) - {} (х - XI2»),
i=1

1 1

(..0= Vl(l~~:'Al) s{ :ll sЕ[vшо-(1 +v)8t]dx+
-1 -1 .

n

+'\1(1 -AJ [шо - 8, +_1~~ ')..1 дФ! ('б' (Х -ХiI)-
4 E,i..' де,

. i=1

- {} (Х - Xi2» ] - :; }dx

и соответствующее вариационное соотношение на граничные значения иско

мых функций. В случае постоянного по толщине температурного поля, по

лагая ограничение (6) (n = 1) равным

Ф,= 'Xt = О, (8)

с учетом граничных условий (4) получим дополнительные экстремальные

граничные условия:

(Е ::~' )(+ 1) = О, :Х (Е ::~,) (+ l) = о (9)

для свободной оболочки;

1 1

2Е (± [) 1 SЕ (1 +") Btdx,
-1

для жесткозащемленнойоболочки;

1

et (± 1) - 2~ .\ 8idx + 2E(~ l) 1
-1

для шарнирно-опертой оболочки;

v 1 1
в, (± 1) -2Г SB,dx+ 2Е(± [) 1

-1

для жесткозаделанной оболочки;
1

е, (± l) - 2~ SBtdx +
-1

d
(fX(E8t) = о

1

SЕ(1 +V)Btdx,
-1

1

j Е (1 +") Btdx,
-1

(10)

::; (± 1) = О (11)

А (± 1) = О (12)
dx

(13)

с: [ ~:o (+ [) - ~~ (± [)] + ::~t (+ 1) = О

.1.'Я упрутоваделанной оболочки.



(lб)

Система уравнений Эйлера (7) вместе с разрешающим уравнением т,

граничными условиями (4), экстремальными условиями (9) - (13) соетавля

ет полную систему уравнений для определения 8t, прогибовwo. множителей

Лагранжа х; л'и, л, (х), л'i (х).

Интегрируя первое уравнение (7) с учетом выражения (8), для свобод

ной и жесткозащемленной оболочек получаем семейство экстремальных тем

пературных полей:

I т [Х-Х} .
аТ =2 ~I f. (X-1;- Хt)(ЛО}/S/ +аз1;+ЛI}sgп~+

+а2) E(:~~X;) + (Л2;(Х-Хt) + л,з/) sgn (х-хд] +ао +а1х. (14}

В качестве примера рассмотрим задачу о локальном нагреве составной

кусочио-однородной цилиндрической оболочки. Пусть материал оболочки

в областях - /} < х < о, о < х < /2 (t = 1;) имеет постоянные, но раз

ные модули упругости Ео • Е1 И коэффициенты температурного расширения

ао, а1 соответственно. Выделим из решения (14) семейства экстремальных

температурных полей, которые соответствуют дополнительным ограниче

ниям (5), налагаемым в сечении х = О (j = 1). Тогда

Т = ldao[- л'О2r - 3Лl~2 - 6Л22х ....,... 6л'З2 + 12 (ао + а1х + а2х2 + азхЗ)]

ДЛЯ -/1 < х < о,

(15)

Т = -121 [k (ло2хS + Зл12х2) + бл'22Х + 6ЛЗ2 + 12 (ао + а1х + ka2x2+ kазхS)]
сао

для О < х < 12'

где k = ~~, с = ~~ .

Приведем экстремальные температурные поля ДЛЯ свободной и жестко

защемленной оболочек при следующих ограничениях на температурное поле.

1. С в о б о д н а я о б о л о Ч к а: - -

а) +rt(+o)+t(-о)]=то. ~~ (±о)=о, лз2 = 0.

Учитывая соотношения (9), получаем температурное поле

2Т
Т = 1 +0с [ct) (- х) + 'I'J' (х)],

которое не вызывает напряжений в рассматриваемой оболочке;

I
б) 2rt(+0)+t(-0)]=то, Т(-/I)=Т(/2)=0' л'32=0.

в этом случае

Т= 12~oc (С(I+ ~)t}(-X)+(l- ;2)'I'J'(X)]. (17)

Поля (16), (17) в сечении х = О имеют одинаковый скачок, который зависит

только от соотношения коэффициентов температурного расширения и обра

щается в нуль при с = 1 (ао = ( 1) ;

1 ~
В) 2[Т(+0)+Т(-0)]=То, T(-1J=T(12}=T1, --ах (-О) =0.

Используя условия (9), будем иметь

Т = Т1 t}.{-x} + То [2 (- 1 + ~:) ~ + (2- ~: )]<1(х); (18)
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г) условия Т (± О) = ТО, Т (-11) = Т (12) = О

дадут следующее экстремальное температурное поле:

Т = ТО [(1 -+- ;1) е (- х) -1- (1 - 72 ) t} (х)J. (19)

2. Жесткозащемленная о б о л о ч к а:

1
dT (±О) = о 1..32 = о.а) t[T(+O)-+-Т(-О)] = ТО,
dx '

Т

то .......

;,~"- <,
~O ..-.......:: <,

(О ",/_,/. .-......; <,
<,

-...;::: <, -... .
о О,'!" 0,8 Х -0,8 -О," О o,/t 0,8 х

Рис. 1. Рис. 2.

Удовлетворяя условиям (10), получаем

Т = 2сТо (1 -з~ -2~) 1/' <О
1 -+- 2 3 для - 1 """ Х ,

с . 1, 1.

t=...E..L(I-З~ +2~) для 0<х<:12;
I-+-c 1~ 1~

б) Т (± О) = ТО, :: (± О) = О.

(20)

(21)

в этом случае экстремальное температурное поле запишется в виде

Т= То ( l - З х; -2""'::) для -11 <х<О,
1] ~

Т = ТО (1 - 3 ~2 -+- 2 ~) для

На рис. 1 представлены профили оптимальных температурных полей (17)
(сплошная линия, с = 0,7), (18) (пунктирная линия) и (19) (штрихпунктир

ная линия) для свободной кусочно-однородной цилиндрической оболочки.

На рис. 2 изображены профили оптимальных температурных полей

(20) (сплошная линия, с =0,7) и (21) (пунктирная линия) в случае жесткого

защемления краев оболочки. При вычислениях принималось 11 = 0,8;
12 = 1,0.
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