
Все вычисления проводились при следующих данных!' R = 0,3 .Н.
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На рисунке показано изменение напряженного состояния при движении

источника тепла по меридиану пологой сферической оболочки со скоростью

9 М/ЧаЕ (а) и 15 'М/час (6) (I - <1t<;t, 11 - <1;<;t-, III ~ <1t/'l' IV ~(Ji3/3; <1+, <Г 
напряжения на верхней и нижней частях оболочки соответственно).

Из рисунков видно, что кривые, описывающие изменение at. и a~,

пересекаютсявпереди, а <1~ и al3i3 - сзади движущегося источника нагрева.
Такое характерное распределение напряжений при определенной жесткос

ти оболочки может привести к деформациям типа вмятин. Наибольшее рас-

тягивающее напряжение O'~ возникает впереди, а O'fi/l - сзади источника
тепла. Из сопоставления графиков видно, что место и величина максимумов

O't<;t и O'fi/l зависит от скорости движения источника тепла. О увеличением

скорости движения от 9 до 15 М/ЧаЕ по величине O'~ и O'tf3 уменьшаются
в два раза.

Приведенные иллюстрации показывают, что скорость движения су

щественно влияет на напряженное состояние оболочки. Этот факт можно ис

пользовать для снятия остаточных сварочных напряжений в тонких пологих

оболочках.
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АН УССР

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ПЛАСТИНКАХ

С ЗАЩЕМЛЕННЫМ ПОДКРЕПЛЯЮЩИМ ЭIlЕМЕНТОМ

А. Н. Кулик, Л. С. Гульчевскиn

Пусть тонкая изотропная защемленная по краю х = О пластинка толщиной

26 и шириной 2h соединена с другой пластинкой такой же толщины (рису

нок). Температурные напряжения и перемещения в пластинке .«()>> определя

ются по формулам [2]

<1~x = - 200~2фо + 1~~o ~ (VO~2XO - ~;o), "'-_+-Z_--'.L-__
7I

О • д2фо

<1уу = - 200 ----ат +
+ 1~oVo ~ [~2Xo + (2 + 'Vo) д;~~], (1) у

0'0 = 20 R дфо +' ' 200 _д_ (д2Хо .; 'v ~2X )
ху 01" дх 1 _ 'V дх дх2 О о', о . '

= дфо _ 1+ 'Vo R дХо = Rф + 2 д
2

Хо + ~2X (2)
ио дх I _ Vo 1" дх ' Vo 1" О I - "о дх2 О'

где ХО удовлетворяет уравнению

/),/),"1.0 = О, (3)

7г



а ФО - уравнению

д00 - модуль сдвига; '\'0 - коэффициент Пуассона; ау = ~.

Решения уравнений (3), (4) имеют вид

'Хо = (Ао -1- Вох) cos ~x -1- (со -1- Dox)sin ~x,

о х

(1 + "о) at r
ФО = ~ J Tosin~(x-~)d~.

о

Постоянные интегрирования Ао • ВО, СО. Do находим из условий

ио 'х=о = о, ио Ix=o = о, иО = И, ио = v при х = 2h
в виде

(2~h cos 2~h + 3 - "о sin 2~h ) Ь + 2~h sin 2~h . d

Ао = - 4 (1 - '\'0) 4 (l + "o)~ ~I~~ (3 _ "0)2 ~2 sin 2 2Bh '

1 (1 + "о) ~h sin 2Bh • Ь + [(3 - "о) sin 2~h - 2f1h(l + "о) cos 2~h] d
ВО = ( - "о) 2 ~3 2 ( 2 ~ 2 ~4 (1 + "о) h - 3 - "о) sin 2 h

С Во D 1 +"0 RA
о = - -~- , о = 4 t' О'

(4)

(5)

(6)

(7)

где и, v - компоненты перемещения точек пластинки

2h

Ь = и Ix=2h - (1.+ "o~ аД ~ То cos~ (2h -~) d~,
о

2h

d = v Ix=2h - (1 -1- "о) a~ ~ То sin р (2h -~) d;.
о

Температура То удовлетворяет уравнению теплопроводности r11

(::2 +Р~)То=-Q, (8)

где

..2 _ да 2 . 1 д. 2 ао • Q _ Wo •
1'0 - ду2 - %0 - ~ д.' %0 = лоб' - 2лоб '

ао - коэффициент теплоотдачи с боковых z = + б поверхностей; 1..0 - коэф

фициент теплопроводности; ао - коэффициент температуропроводности

пластинки «О».

Общее решение уравнения (8) имеет вид
х

То = А1 cos РОХ -1- В1 sin РОХ -1- -1- ~ Qsin Ро (s - х) d~ .
Ро о

Используя краевые условия

дТо I = о т т 2h• о = при х ~ ,
дх х=о

находим такие выражения постоянных интегрирования:

2h .

Т - -1- ~ Q sin ро (6 - 2h)~
ро О .

A1 = 2 oh ' В1 = О.cos р

Используя остальные условия идеального термоупругого контакта

~ дТо = ~ ~ о ...n при 2h
"'о дх '" дх ' (1хх = (1хх, u xy= (1ху Х = ,

(9}

(1О}

(11)



(14),

(13).

получаем следующие граничные условия на подкрепленном крае пластинки:

2h

РО sin 2Poh • Т+ SQ cos Po!;d!;
_~_ о =лдТ

о cos 2Poh дх "
2h

ахх == 200 (1 + "о) 'X~~ ) sin ~ (2h ~~) • Tod~ + 20~~~ "о) ~2 [(+ cos 2~h +

+ 1-t; "о ~2h sin 2~h) Ао + (2~h cos 2~h + ;+.:: sin 2~h) Во] •

2h

аху = 200 (1 + "о) 'X~~Jcos ~ (2h-~). To~+ 20~ ~~o"n) ~2[(1~"о ~ sin 2~h -

- 1~ "n ~2h cos 2~h) Ао + (2~h sin 2~h - 1: "о cos 2~h) Во] при х = 2h.{12}

Разложив фигурирующие в выражениях (12) операторы в ряды и переходя
. * о

к пределу при h -+ О, оставляя при этом постоянными Ао =ЛoF. СО =соР.

Р. go = ВоР, g~ = во!, получаем при х = 2h граничные условия для опре
деления температурного поля и вызываемых им температурных напряжений

u пластинке с подкрепленным тонким стержнем краем:

2h

А дТ д2Т о - дТ 5
ах + Ао ---ar - А Т - СО (fi"""" = - wod~,

о

20'
GzxF _ о и + 1 - 3"0 g ~ _ (3 - "о) (1 + "о) g*~ +

1- "о 4 (1 _ "6) о ду 8 (1 - "0)2 О дy~

аО

+ t Т 5 - 3"0 о * д
2
Т . О

1 - "о go + (1 - "0)2 IXtgo ду2 = •

F 0* 1 - 3"0 дu + '(3 - "о) (1 + "о) •~ - о
аху - ov- 4(1-v6J go ду 8(1-"0)2 go дy~ - ,

где

А = 2М, АО = 4IXoh. F = 4hд, I =....i..fJhЗ
3 '

Рассмотрим тонкую полубесконечную пластинку с защемленным 'под

крепленным краем. По краю х = О движется с постоянной ско.ростью V'

линейный источник тепла плотностью W = 2~ 6 (х, у - V't'), где 6 (5) 

дельта-функция Дирака. Боковые поверхности г = + 6 пластинки тепло

изолированы. Определим возникающее при этом квазистационарное поле

и вызываемые им температурные напряжения на контуре спая стержня и·

пластинки.

Уравнение теплопроводности в подвижной системе координат Х1 = х:

и Уl = У - V't' запишется в виде rп
ат

I1T+2ro-а-=О, х>О, (15}
Yl

~ ~ v
где 11 = -д2 + -2- - оператор Лапласа, ro = -2-' Граничное условие на

х дУI а

бесконечности и условие (13) в подвижной системе координат выразятся

так:

ат д2Т -ат q
А -д +АО -2- - АОТ + 2aroСо -д- = -"26 (Yl)

х дУ1 Yl

при Х = 2h. (16)
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Применяя к выражениям (15), (16) интегральное преобразование Фурье

по Уl и переходя к оригиналу, получаем температурное поле в пластинке:r K+(2h-X)

т = 2~ J еа2 + ~2 {а1 cos [УlУ) - х.; (2h - х)] - ~1 sin [Yl'r)-
о 1 1

-х_ (2h -х)]} d'r), (17) .

(18)

• .. / -v1]4 + 4ro2.rj2 ± 1]2
где а1 = Лх+ + Ло'r)2 + АО, ~1 = Ах.; + 2aooCo'r), х± = V 2 •

Для определения вызываемых температурным полем (17) напряжений

воспользуемся формулами (1), соотношениями (2) и уравнениями (3) и (4),
опуская индекс «О» и заменяя в них у на Уl' Пренебрегая в формулах (14)
жесткостью на изгиб g~ и заменяя у на Уl' находим

о' оF 2 о 1 - 3ve до а.,! т - о
О"хх - 1- Vo и + 4 (1 _ v~) gO aYl + 1- Vo gO - ,

• 1 - 3vo дu
O"xyF-Gоv- - g -- = о

4 (1 - v~) О aYl

при х = 2h.

На бесконечности имеем такие граничные условия :

O"XXlx, \y,\-+ оо = О, O"xyIX,!y,t_ oo = О. (19)

Применяя к выражениям (1)-(4), в которые внесены указанныевыше

изменения, и к граничным условиям (18), (1.9) преобразование Фурье по Цl'

решаем полученные уравнения с учетом граничных условий. Подставляя

найденные Х и Ф в трансформированные формулы (1) (индекс «О» опущен),
находим трансформанты компонент напряжений на стыке х = 2h пластинки

с подкрепляющим стержнем. Переходя к оригиналам, получаем

+[- ооА (~) '1' (~) + в (~) 'р (~)] sin ~;} d~,

(20)
00 •

Ещqro (' 1
О"ху = 4nA J оо2А (~)2 + В (Q2 {[ооА (~) '1'2 (~) - в (~) 'Р2 (~)] cos ~~ +

о -.

+ [ооА (~) СР2 (~) + в (~) '1'2 (~)] sin ~;} d~.
где

с'
А (~) = х:! + 200 c~~' В Ю = oox1 +*(Лооо2~2 + АО), С* = 2бсv,

. 1
'р (~) = "Г (M~3 + LXl~2 + N'(;' + CXl~ + H~ + Dx1) - ~,

1
'ф (~) = -f (P~2 - LX2~2 - CX2~ + S~ - Dx2),

. 1
QJl Ю = ~ --f (Ml~3 + Ll'Xt~2 + N~2 + Сх1ц + Hl~ +D1xJ"

'ФJ (~) = - 2--т (Pl~2 - LIX2~2 - CX2~ + Sl~ -D1x2) .
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. I
<\'2 (~) = -?<,. +т(ЦЗ + MXl~2 + N~2 + CXl~ +D~ +HxJ,

'Ф2 (~) = %2 - +(MX2~2 + С%2' - S2~ + HXz),

~ = ~ ' _ ~ = Yl(fJ, %1,2 = V ~v ~2 t 4 ± ~Z, f = al~2 + bl~ + d1t

М = (1 + \') 002 [4О2Р2 (l + '\1) _ GF\'(1 - 3\'0) _ (1 - 3\'0)2(1 - \') 2]
(1 - \,)2 _ 1 _ 'Y~ go 16(1 _ \,~2 go,

М1 = (1 + \,)002 [- 4G2p2 (1 +'\I)+GF(I-3\,0)(2+\')g _ (1-3\'0)2 (3 +\')g2j
(l-v)2 1- v6 О 16(1-\'6)2 о .

L = (1 - 3\'0) (1 + \') 002 [ор _ 1 - 3vo I
(1- vб) (1-\,)2 go 8 (1-\'6) go ,

L (1 + 'У) 002 / 8О2р2 (l + '\1) _ GF (1 - 3vo)( 1+ 2v) + \' (l - 3VO)2 2]
1 = (l-v)2 1- V6 go 8(1-V6)2 go '

N = 4G~GF(1 + 'У) 00 С = 8G~GF(I + \') 00 Н = 2G~2 (1 + 'У)
(l-v)2 (1-\'0)(1-\,)2 , (l-vo){I-\') ,

. 2G~2 (1 + 'У) (3 +") 4G~2 (1 + 'У) 4G~2 (1 + \') \'
Н1 = (1-\'0)(1-\,)2' D=(l~\'0}(I-v)2' D1=- (l-vo)(I-\,)2'

Р _ _ (7.,~oo2 [ 4GF (1 + \') + 1 - 3\'0 ]
- щ(l-\'в)(I-\') go l- V 2 (1 - \,6) gg ,

р _ (7.,~oo2 [4GF(1 +'\1)_ (1-3\'0)(3+\') ]
1 - (7.,t (1 - \'0)(1 - \,)2 go 2 (1 _ \,6) go,

S 4(7.,~G~go 4(7.,~G~\,go
= - (7.,t(I-\'0)(1-\,)2' Sl == (7.,t(l-\'0)(1-\,)2 ,

S2 =.....:.. 2(7.,~G~8
- (7., t ( I - \'O) ( I - \,) ,

(1 + \') 002 [4G2F2 (1 + \') аР (1 - 3vo) (1 - 3\'0)2(3 - \') 2]
~== 1-\' 1-\' + 1-\'6 ДО-16(l-\'6)2(l~\,)gо,

4G~GF (1 + \') (3 - \'0) 00 2a~2 (1+ 'У) (3 - \')
b1 = (l-vo)(I-\,)2 ,d1 = (l-vo)(I-\,)2

Выражения (20) дают возможность изучать температурные напряжения

на стыке стеклянных дисков, подкрепленных защемленными коваровыми

стержнями, при микроплвэменной сварке.
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