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Задачи о малых колебаниях упругих систем с конечным числом степеней

свободы сводятся, как известно, к исследованию квадратичного пучка опера

торов (в конечномерном унитарном пространстве Rm)

р (л) = л2А + лВ + С

с самосопряженными операторами А, В, С; А > О, В = О, С> О в случае,

считающимся классическим (консервативные системы). Недавно Р. Даффин

[7] выделил класс систем с трением (В> О), удовлетворяющих условию

(Вх, х)2_ 4 (Ах, х) (Сх, х) > О У Х Е R~ -{О]. (1)

На такие системы, названные им сильно демпфированными, был распростра

нен вариационный метод исследования. При этом место известного отноше

ния Рэлея занимала пара вещественнозначных функционалов

Pl ,2 (х) = [- (Вх, х) + (tBx, х)2 - 4 (Ах, х) (Сх, х)) '1'] /2 (Ах, х),

с помощью которых определялись собственные значения соответствующей

нелинейной задачи (к сильно демпфированным квадратичным .пучкам само

сопряженных операторов, как следует из дальнейшего, применим метод

симметриаации [1] , вследствие чего нелинейная задача на собственные зна

чения сводится к эквивалентной линейной задаче для самосопряженного

оператора).

Рассмотрим полиномиальный операторный пучок

р (л) = лnАо + л
n-1А

1 + ... + лАn_ 1 + Ат (2)

где А( (i = О, 1, ..., n) - самосопряженные операторы в пространстве Rт ,

Ао > О (такие пучки возникают, в частности, при изучении упруговязких

систем [5, 6]).
Определим класс сильно демпфированных систем, обобщив приведен

ное выше условие на полиномиальные операторные пучки (2), и покажем,

что к их исследованию применим метод симметризации *.
Пусть

ЧJх (л) = лnао (х) + лn-1аl (х) + + лаn_1 (х) + а.; (Х),

<р: (л) = nлn-1ао (х) + (n -1) лn-
2
а1 (х) + + 2лаn_2 (х) + аn-l (х),

где а , tx) = (А,х, х) . Пучок Р (л) будем называть сильно демпфированным,

если для всех х Е Rт - { О} выполняются условия

Сl (х) СЗ (х) С5 (х) C2k-l (х)

СО (х) С2 (х) С4 (х) C2k-2 (х)

О Сl (х) Са (х) C2k-3 (х) > О (3)
о, (х) = О ( )

СО х) С2 х) C2k-4 (х

о О о

(R. = 1, 2, 2n),
причем

С2; (х) = а, (х) (i = О, 1, ., ., n); C2i+ ! (х) = (n - i) а, (х) (i = О, 1, ' .. , n -1);

с, (х) = О при j > 2n (при n = 2 он и совпадают с услови ями (1) сильной

демпфированности квадратичного пучка).

* Этот результат был установлен в работе [2] . Обобщению условий сильной демпфи

рованности на полиномна~ЬRые пучки операторов в бесковечномерном просто анстве и их

исследованию другим методом посвящена работа [4] .
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Неравенства D ,; (Х) > О (k = 1,2, . . . , 2n) являются, как известно [31,
необходимыми и достаточными условиями того, что все корни каждого из

уравнений 'Рх (л) = о отрицательные и простые. Учитывая это, нетрудно

убедиться, что для сильно демпфированного пучка Р (л) существуют опре

деленные на Rm - {О} вещественнозначные функционалы Рl (Х), Р2 (Х), •••
•.. , Рn (Х), обладающие следующими свойствами:

а) 'Рх (Рl (Х» = О;

б) PI (схх) = р, (Х), сх =1= О (i = 1, 2, ..., n);

в) (- 1)1'P: (р, (Х» < О.

Используя эти свойства, убеждаемся, что области значений Л1, Л2,
... , лn функционалов Рl (Х) , Р2 (Х), •••, Р« (Х) образуют совокупность взаимно

непересекающихся замкнутых интервалов [ai' bi ] вещественной оси *, при

чем

а, = min р, (Х),
1\%1\='

ыl = тах р, (х) .
11%\1='

Поскольку функционалы однородны, то достаточно ограничиться рас

смотрением их на единичной сфере 11 Х \1 = 1 пространства Rm • Из очевид
ных свойств непрерывности и равномерной ограниченности этих функцио

налов следует, что каждая из областей Л i является ограниченным замк

нутым интервалом [а/, bl ] вещественной оси. Расположим эти интервалы в по

рядке убывания их левых или правых концов. Тогда для установления со

отн ошен ия Л 1 n Лj = 0 при i =1= j достаточно убедиться, что не пересе'

каются никакие из двух соседних интервалов.

Предположим, что существуют два вектора Xl' XI+" дЛЯ которых

Pi (Xi) = pi+' (XI+') = 1..0' Тогда из свойства в) вытекает, что

l ' 1+1 •
(- 1) 'РХ( (1..0) < О, (-1) 'PX1+1 (1..0) < О.

Предполагая, что Re (Р (1..0) Xl' Xi+') = О, и рассматривая векторы г и) =
= tXi + (1 - t) XI+l, имеем 'Pz(1} (1..0) = О, причем 'Рг(/) (1..0) - непрерывная
функция от t. Следовательно, найдется значение t = to (О < to< 1), для

которого

'P~(to) (1..0) = 'P Z(t o) (1..0) = О,

что приводит К противоречию.

На основании установленных свойств областей Лj приходим к выводу,

ЧТО можно указать п - 1 различных вещественных значений CXi парамет

ра л, не принадлежащих спектру пучка, и таких, что

(- 1)1 (Р (CXi) Х, Х) > О для всех Х Е Rm - {О}.

При этом в качестве CXi можно брать любые значения из интервалов
(bi+" ад соответственно .

Применяя теперь результаты работы [1], строим в пространстве Rm =
= Rm ЕВ Rm ЕВ '" EI7 Rm (n слагаемых) для ассоциированного с пучком (2)
оператора

О 1 О О О

О О 1 О О

А= (4)
О О О О 1

_A-JA -Ао'Аn_, -Ао'Аn-2 '" -Ао'А2 -Ао'А1_ О n

* данное свойство областей значении соответствующих функцианалов в случае квад
ратичных лучков было установлено в работе [7] (см. также [8 ]).
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(1)

симметризующий оператор S, обладающий свойством равномерной положи

тельной определенности. В пространстве Rт вводим новое скалярное произ

ведение (;, У); = (S;' у> и убеждаемся, что (А.;, у>; = (;, Ау>;. Таким образом,
исходная нелинейная задача на собственные значения для сильно демпфи

рованного полиномиального пучка сведена нами к эквивалентной линейной

задаче для самосопряженного оператора.

Отметим, что полиномиальные пучки самосопряженных операторов,

определяющим признаком которых является существование вещественно

значных (принимающих не обязательно отрицательные значения) функцио

налов Pl (х), Р2 (х), . .. , Р,. (х) со свойствами а) - в), образуют класс «сильно

демпфированных» пучков, к которым также применим метод симметризации.
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ДВУСТОРОННИЕ ОЦЕНКИ КРИТИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ ФЛАТТЕРА

В НЕКОТОРЫХ ОСОБЫХ СЛУЧАЯХ

Л. М. Зории, Ю. И. Исаев

Вопросыпостроения последовательностейдвустороннихоценок критических

параметров упругих систем при флаттере рассматривались в работе [1] .
Полученные в ней оценки являются эффективными, если не очень близки

при отсутствии нагрузки (~ = О) соседние корни соответствующей веществен

ной пары функций и и v:

и = Ао-А2л2 + А4л4 - • " + (-I)nА2nл
2п + .

v = А1л - АзлЗ + А5лБ - • • • + (- 1)'1-1 А2n_Iл2n-1 +
обуславливающие автоколебательную потерю устойчивости.

В особых случаях (близость таких корней) последовательности поли

номов, равномерно приближающие функции и, V соответственно, состоят

из элементов и", vn ' образующих вещественные пары, только начиная с не

которого достаточно большого номера п (тем большего, чем ближе при ~ =
= О указанные корни). При этом для определения верхних и нижних оце

нок критических значений приходится пользоваться определителями Гур

в ица достаточно высокого порядка . Естественно, данное обстоятельство

может вызвать существенные трудности, связанные с нахождением нулей

таких определителей (их элементы могут быть весьма сложными функциями

параметров), а также с необходимостью использования значительного числа

коэффициентов характеристического ряда, определение которых с увели

чением их номера, как правило, усложняется.

Отсюда возникает задача построения последовательностей оценок,

позволяющих эффективно определять в особых случаях достаточно узкую

вилку для критических нагрузок, с использованием определителей невысо-
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