
тоебс функция

и (х) = G[q (х, уН, х Е а, у Е S.
гармоническая в области Q и удовлетворяет граничному условию (2).

Выполнение утверждений теоремы показывается непосредственной про

верной, используя лемму и предположения теоремы.

Теорема 2. Разность двух гармонических функций в области Q,
удовлетворяющиходному и тому же граничному условию (2), равна нулю.

Доказательство этой теоремы проводится аналогично доказательству

теоремы 2 в работе [11.
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физики Института математики АН усср

к ВОПРОСУ О РАЗЛОЖИМОСТИ МАТРИЧНОГО МНОГОЧЛЕНА

С КОММУТИРУЮЩИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ НА МНОЖИТЕЛИ

В. М. Петричкович

Рассмотрим матричный многочлен

А (х) = ег:+Aixm
-

I.+ +А;", (1)

где А! - матрицы n-го порядка над алгебраически замкнутым полем ха

рактеристики О и AtA) = AjAt, i = 1, 2, ... , т.

Согласно [1, 3] многочлен (1) преобразованием подобия можно привести

к квазидиагональной форме

рА (х) р-I = В, (х) +В2 (х) + +ь, (х) (2)

с диагональными блоками

(3)

*

r
xm+ р,хПl-I +.. . . + в,

В,(х) = .

о хm + PiXm-1 +
= г(х - al)s, . о· • (~-: a~" • J

L (х - al)s, ... (х - ад SZ
порядков k i , причем det B,(x)=;l=det Bj(x).

Определение. Многочлен (х
m + р/х

m
-I + ... + б/t = [(х - al)s, ... (х

- az)"Z]k/ назовем определяющим многочленом матрицы А (х), а натураль
ное число k1 - порядком определяющего многочлена.

Лемма 1. Корни a 1, ••• , az многочлена det А (х) являются корнями

одного определяющего многочлена [(х - aJs, •.• (х - cxt)Sl}k i матрицы А (х)
соответственно кратностей Sl • • ••, Sz тогда и только тогда, когда

rang МА(Х) [afS,), •••, a~SI») < n (матрица МА(х) [а\5,). •.•• ajSz)j вида [2]).
Порядок kt определяющего многочлена (х - aJs, ..• (х - az)sZ]kt матри

иы (1) вычисляется по формуле

k[ = Ra., + R . + '" + R (s,-I) + ... +Ra.z + R . + ' .. + R (5 - 1» -
а., а., а.l (X.t 1
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- (R ' + R - + ." + R (5,-2) (5,-\ ) + .., + R ,+. .. +
а,а\ а,о:\ а 1 а, а/а/

+ Rо:~Sг2)а~Sг1) + ... + (-l)т-\R(%,о:;...аISl-\) ...О:I•••Ct~Sгl)' (4)
где

Ra i = rang M a i , R (i) = rangМ (П,
а, а•

- М (/ .)-
a.i 1

Ma(/jJ
R (//);'(1)") ~(11J = rang · i "

а. ~! . "~!

Ma(I/)
/

, ~ A~cт) (ад ] ~ (А(j»~qгm-j» (ад ]
_ A~г(т-))) (а,) . _ (A(r)~qi-(т-i-\» (ад

м0:,' - " ,М (j) - • •
0:, :

A~Г\) (ад (А{J)~qгJ) (ад

A~l) (х) - производная [-го порядка от взаимной матрицы А* (х); Р. - крат
ность корня а, многочлена det А (х); q, - кратность корня а. многочлена

det Ат (х).
На основании леммы 1 и формулы (4) вычисляется система определяю

щих многочленов. по которой записывается квазидиагональная форма (2)
матрицы (1). Система определяющих многочленов матрицы (1) определяет

соответствующую квааидиагональную форму для набора (А 1 • • • • • Ат) по

парно коммутирующих матриц.

Теперь рассмотрим матричный многочлен квазиднагонального вида

А (х) ~ А"х'" +A,.r'-t + ._. + А, ~rАн (х) А" ~x~. О ] • (5)

L О Akk(X)

где A i - произвояьные матрицы n.-ro порядка над данным полем и IАо I=1= О,

Пусть многочлены det Ан (Х), .... det Akk (х) попарно взаимно просты.

Теорема 1. Матричный многочлен (5) разложимый в произведение мно

жителей

А (х) = А1 (х) А 2 (х) ..• Aq (Х), (6)
где

А, (х) = Bioxr l + Вilхггi + ... + В/г" IВ/О 1=1=0. i = 1. , ..• а,

тогда и только тогда, когда каждый блок AiI (Х), j = 1, ... , k, разложим

н.а множители соответственно степеней '1, ... , 'q.
Следствие 1. Если для многочлена (5) имеет место разложение (6), то

множители А, (х) невырожденным преобразованием Q могут быть приведе

ны к квазидиагональному виду.

Лемма 2. Многочлен (l) с определяющим многочленом [(х - aJs, (х 
- a z)s, ... (х -аi1Jn имеет разложен.ие н.а яножители

А (х) = А1 (х) А2 (х) ._ А, (Х),

А, (х) = BtoX'i + ВдХГ\ + ... + В/г" IBio1=1= о, i = 1, 2, . .. , [.
Следствие 2. Мноroч.iIен (1) с определяющим многочленом [(х - аl)

(х - ат)]n разложвмый В произведение линейных множителей-
Систему определяюшик многочленов матрицы (1) разобьем на под

множества К1, К2 , Ks соответственно с определяющими многочленами вида

[(x_~)m)k" [{X-aJs" ... (X-a,j)5it'i , [(x-~) ... (x-ат)]kL ,
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Каждому подмножеству К1 ; К2 , Кз соответствует попматрица В; (х), В2(х),.Вз<х).
Матриuа В1 (х) разложима в произведение регулярных множителей тог

да и только тогда, когда каждый блок. что - соответствует определяющему

многочлену {(х - адmJkj , разложимый на множители тех же степеней.
Пусть подмножество К2 состоит из определяющих многочленов

[(х - aq,)Pq, (х - aq,)Pq, •.. (х - аqдрчkq,

[(х - CXs,ys, (х - CXs ,)PS, ••• (х - C(.Sj)PS,]'\

. .. . . .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .
[(х - CXt,)Pt, (х - CXt ,)Pt, ••• (х - о:tдРtl]kt•

Если можно выбрать '1. '2. '" . 'и такие. что

't=Прqj=Прs;= '" =ПРt;. '1+'2+ ... +,u=m,

то В2 (х) = С1 (х) С2 (х) .. , Са (х).

где С/ (х) (i = 1, ...• и) - регулярный многочлен степени ' i •

Теорема 2. Если подматрицы В1 (х), В2 (х) соответствуют подмно

жествам К1 • К2 определяющих многочленов матрицы (1) и разложимы в

произведение регулярных множителей соответственно равных степеней.

то и матрица (1) разложима.

Следствие 3. Если определяющие многочлены подмножества К; попарно

взаимно просты с определяющими многочленами подмножества К, и, i =
= 1. 2. 3), то условие теоремы 2 является необходимым и достаточным для

разложимосгн матрицы (1) в произведение регулярных множителей.
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ОБ АБСОЛЮТНОЙ РАЗЛОЖИМОСТИ МАТРИЧНОГО
КВАДРАТНОГО ТРЕХЧЛЕНА

В. М. Петричкович, М. А. LUуляр

Рассмотрим матричный квадратный трехчлен вида

А (х) = Аох
2 + А1х + А2 • (1)

где А; (i = О, 1, 2) - п Х л-матрицы над алгебраически замкнутым полем

р нулевой характеристики, det А о =F о и все корни det А (х), которые обо

значим через

СХ1' СХ2• ••• , CXzn (2)

- простые. т. е. СХ; =F а, при i =F j (i. j = 1, 2. . .. , 2n). Согласно [2J.
матричный трехчлен (1) раскладывается на линейные регулярные множители

АоХ2 + А1х + А2 = (ВоХ + В1) (Сох + С1) . (3)
Определение 1. При выполнении равенства (3) будем называть А (х)

разложимым по тем n корням из выражения (2). которые совпадают с

корнями det (Вах +В1) .

Определение 2. Если А (х) разложим по любым п корням из (2), то

будем называть его абсолютно разложимым.
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