
чием температурного ядра, которое занимает в упругой среде объем шара

либо объем бесконечно длинного цилиндра [4), а также с полем электриче

ского заряда, распределенного по поверхности сферы, цилиндрической по

верхности и вдоль бесконечной нити.
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ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП И НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ

НЕЛОКАЛЬНОЙ ТЕОРИИ ВЯЗКОУПРУГОСТИ

А. П. Дячина

в работе [4 J получены нелокальные реологические соотношения между на

пряжениями и деформациями для модели сплошной среды, в которой про

исходят неравновесные процессы диффузионного типа. Ядрами интеграль

ных операторов в реологических соотношениях служили функции Грина

уравнений параболического типа. Нелокальные реологические соотношения

можно также получить, пользуясь методом наложения Больцмана и соот

ветствующими связями между напряжениями и деформациями нелокальной

теории упругости [1-3],
Задача о напряженно-деформированном состоянии подчиняющейся

пелскальномузакону деформированиясплошной среды , заполняющей регу

лярную область V, ограниченную эамкнутой поверхностью S с единичной
.....

внешней нормалью п, сводится к нахождению решений системы уравнений

движения

(Jii,i + Р, = pUi

соотношений Коши

(i, j = 1, 2, 3), (1)

1
е .. - и" --(и· ·+и ..)' 1 - 1" - 2 I,j ,,' (2)

и реологических соотношений

ааа = 31(11 ~! s[б (х - ~) х, и) +
v

cffj = 2GIJ. :! s[б (х - s) з, и) +
v

к (х, ~, t)] *еаа (~, t) ds,

G (х, ~, t)] * e1i (6, t) d~

(3)

(4)

при следующих краевых условиях:

о
и, (х, О) = и; (х),

. о

а, (х, О) = Vi (Х),

и, (х, t) = и, (х, t),

IlfJij (х, t) = Р! (х, t),

(х, t) Е Sl Х [О, 00)

(х, t) Е S2 Х [О, 00).

(5)

(6)

(7)

(8)
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(12)

(13)

Здесь aij - компоненты тенвора напряжений; eij - компоненты тензора де

формаций; О'аа (еаа) - шаровая часть тензора напряжений (деформаций);

atj (e1j ) - компоненты девнагорной части тензора напряжений (деформаций):
И, - компоненты вектора перемещенийгХ, К IJ-, ос, GIJ- - реологические по

стоянные; Р, - компоненты вектора объемных сил; р - плотность; точкой

сверху обозначено дифференцирование по времени t, а индексом после за- .
пятой - дифференцирование по соответствующей декартовой координате;

звездочкой обозначена свертка.

далее примем, что ядра К (х, ~, t) и G (х, 1;, t) удовлетворяют таким же

условиям, что и функции Грина уравнений теплопроводности, т. е.

К (х, ~, t) = К (~, х, t), G (х, ~, t) = G (1;, х, t); (9)

K(x,~, О) = O(x,~, О) = б(х-~). (10)

Под возможным состоянием Q будем понимать такую систему функ

ций ец, ац, и" которые определены в V х [О, 00) и удовлетворяют условиям

O'Ьj = a;i, eij = ej" Если ввести сложение состояний и умножение их на ска

ляр л по формулах

Q+ Q! = {ец + e;j, a'j + O';j, иi + и;}, лQ = {Mij, лаi;, Ли,},

то множествовсех возможныхсостояний образуетлинейное пространствоК.

Под действительнымсостояниембудем пониматьтакую систему функций

еи, aij, и" которые удовлетворяютсистеме уравнений и краевым условиям

задачи (1) - (8). Очевидно, что действительное состояние принадлежит

множеству всех возможных состояний К.

Принимая во внимание, что система уравнений движения (1) вместе

с начальными условиями (5) и (6). эквивалентна системе уравнений [8]

t+ * О'щ + {, = РИi, (11)
где

о оf, (х, t) = t+ *Р• (х, t) + Р [tvi (х) + и; (х)],

{
t, t"> О

t+=
О, t<O,

имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Если Q = {ец, оц, и,} принадлежит множеству всех возмож

ных состояний К и для каждого t Е (О, 00) определен функцион.ал F {Q}
по формуле

гс {1 [ к, - «; ]F{Q} = J J S+(t)* TKIJ. б(х-~)S+(t)+ К K(x,~, t) *е=(х, t)*
vv IJ.

[ ос- GIt ] d а}* еа.а. (~, t) + GIt б (х -~) S+ (t) + GIJ. G (х, ~,t) *eij (х, t) * еч (G, t) dxd~ +

4-+ Sи,(х, t)*иi(х, t)dx- I t+*O'lj(x, t)*e,j(x, t)dx+
v v

+ St+ * [О',} (х, t) п, (х) - Р, (х, t)] *ut (х, ') м-
в,

..-. Sи+ * О'ц,} (х, t) + f, (х, t)] * и, (х, ') dx + S t+ *ач (х, t) n} (х) * ~, (х, ') ах, (14)
v ~

то

БF {Q} = О на К, t Е [О, (0) (15)

тогда и только тогда, если Q= {eij, О'ц, и,} -действительное состояние

среды.

Действительно, пусть Q= {беi;, баij, бui} = L. Из этого следует, что

Q + лQ Е К для произвольного скаляра л. Учитывая теперь условия (9)
(1О), свойства свертки и теорему Гаусса - Остроградского о дивергенции,

1~2



получаем

БF(QI=jt+*{КIl ~t J[б(Х-~8+(t)+ I<c;K
Il К(х, 5, t)]H=(5, t)a;-

v v Il

---+аа;а; (х, t)} * беа;а; (х, t) dx + S t+ * {2GIl gt S [б (х - 5)8+ и) +
v v

ос - GIl ] d d} d+ G
Il

G (х, 5, t) * ес/ (5' t) d5 - ас/ (х, t) * беi/ (х, t)dx-

~ S[t+*ащ+ ti - РИi] * БИi (х, t) dx + S t+* [Ии,л (х, t) - ец] * беi/ (х, t) dx +
v v

+ St+*[Ui(X, t)-Иi(Х ' t)]*OOi/(X, t)n/dx+ S t+*[njO"i/(x, t)-
~ ~

- РС (х, t)) * бис (х, t) dx, 0-< г «; 00. (16)

Пусть Q - действительное состояние среды. Из этого следует, что БF {Q} =

= О, t = [О, 00), для произвольного Q= {беif, ООц, бис} Е L. Наоборот, если

же предположить, что БF {Q} = О, О -< t < 00, для произвольного Q= {беi/,
баi;, БИi} Е Е, то пользуясь леммами (1) - (4) работы [7], убеждаемся, что-

Q- действительное состояние среды.

Теорема 2. Для заданной в пространстве регулярной области V U s
с ограничивающей кроочно-еладкой поверхностью S существует не более

одной системы имеющих преобраэование Лапласа функций ац (х, t) и ец (х, t)
класса с(1), финкций н, (х, t) класса с(2) для точки (х, t) Е V U s х [О, (0)
и таких, которые при условиях

к.ьк;»:«, Gc>GIl>O, р>О, (17).

S S sK* (х, 5, s) t* (х, s) t* Cg, s) dxd5> О, (18)
уу

S S sG* (х, 5, s) t* (х, s)f* (5, s) dxd5> О (19)
уу

для произвольной t* (х, s), когда Re s >'S1 > О, 1т s = О, где звездочкой обо
значено преобразование Лапласа соответствующих финхций с параметром

5, удовлетворяют следующим зависимостям: для (х, t) Е V х [О, 00)

ои, (х, t) = ti (Х, t) + t+*aij.j(x, t), ai/ = а/с; (20)

для (х, t) Е V Us х [О, (0)

(21)

(22)

(23)

для (х, t) Е 82 Х [О, (0)

-
и, (х , t) = и, (х, t); (24)

njai/ (х, t) = P i (х, t). (25)

для доказательства предположим, что система уравнений (1) - (8) имеет
два решения Q1 = {е;/, а:/, и; } и Q2 = {е;/, а;/, и;}. Тогда разность этих ре

шений Q= {е;/-е;/, а;/-а;/, и~ -и;, = {ei/, ai/, иi} будет решением одно
родной краевой задачи (1) - (8). В пространстве изображений Лапласа эта
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система имеет вид . .
a i/ = а/, ;, (26)

(27)

· r[ 1 Kc-KJ1 К*( !: )] • (1:: )d!: (28)ааа = 3KJ1s ~ 6(x-~)s + KJ1 х, ,:>, s е= ':>' s ,:>,

aljd= 2GJ1s ~ [6 (х - ~)++ ас -;;J1GJ1 О* (х, ~, s)] е;/ (~, s) d~, (29)

Ul (х, s) = О, х Е 51' (30)

Щ (х) a/j (х, s) = О, х Е 52' (31)

где {* (х, s) = I f (х, t)гs1dt - изображение Лапласа функции f (х, t). Умно
О

жая (26) на и! (х, s) и интегрируя по объему V с учетом (30), получаем

I [aljelj+ ps*u/uil dx = I [+ a~e~a + a/jde/I~ + ps2uiui]dx = О. (32)
v v

Учитывая выражения (28) и (29), равенство (32) приводим к виду

SSКJ1 [6 (х - ~) + Кс -; KJ1 sK* (х, s, s)e~a (х, S)1 e~a (s, s) dxds+
v v J1

+ SS2GJ1 [6 (х - s) + ас
-;; GJ1 sG* (х, s, s) e/jd (х, s)]eijd(s, s) dxds+

v v J1

+ SР52и !и!dx = О. (33)
v

Предположим, что Кс> К J1 > О, ос > GJ1 > О, р> О,

SSsK*(х, ~, s){* (х, 5) f* (s, 5)dxds> О, SI sG* (х, 1;, s){* (х, s)f (1;, s)dxd1; >0
vv vv

для произвольной {* (х, s), когда Res> 51 > О, [гп 5 = О. Такое SI должно

существовать, ибо

Вт sK* (х, 1;, s) = Вт sG* (х, 1;, s) = 6 (х - 1;).
s-..oo в-е- со

(а = 1, 2).

Тогда все слагаемые в левой части равенства (33) будут положительными

и оно будет справедливым только при нулевых значениях а, и ei j. Следова

тельно, в силу единственности аналитического продолжения и однозначности

преобразования Лапласа Ql = Q2'
данная теорема обобщает теорему о единственности решений системы

уравнений линейной теории вязкоупругости [51 на случай нелокальных

реелогических соотношен ий.

Рассмотрим две системы нагрузок

L (а) = {{)а" p~a)}, (а = 1, 2),

и соответствующих им конфигураций

с(а) = {и)а)},

Теорема 3. Если среда, физические свойства которой описываются

нелокальними реологическими соотношениями (3) - (4), находится под

действием двух различных систем нагрузок L(Ct), та межди соответствию-
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щими им конфигурациями С(Щ существует соотношение взаимности

1t+ IP~' ) (х, t) * и?) (х, t) - р!2) (х, t) '" и~1) (х, t)] dx +
v

+I [tP> (х, [) * и~2) (х, t) - t:2) (х, t) * U~I) (х, t)] dx = О. (34)
v

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим выражение

r [t (1) f(l) (1) (2) ( t) dx ОJ + *ai j.; + i - ои; ] *щ х, =,
которое после использования тo~ecтвa

(;)6)

и (4) 01? (х, [)

Jt+* a:}~; (х, t) * и!2) (х, t) ах= I t+ '" p~l) (х, t) *uf (х, t)ш-
v s

- Jа!}) (х, t) '" t+ '" u~~п (х, t) dx
v

и соотношений Коши (2) приводится к виду

St+* РР) (х, t) * и!2) (х. t)dx - Jt+* а!}) (х, [) * е!;) (х, t) dx +
s v

r (.1) i (1) . (2)+ J [fi (х. ) - ощ (х, t)] * U( (х, [) dx = О.

Исключая здесь с помощью реелогических соотношений (3)
и учитывая (9), получаем

r t p(l) t) (2) dx S (2) (1)J +* i (х, *ui (х, [) - '+ *aij (х, t) Нц (х, [) dx +
s v

+ J[t:l) (х, t) - pu!l) (х, [)] * и!2) (х, t) dx = О.
v

(3fi)

(37)

Если же в последнем равенстве с помощью соотношений Коши (2) исключить
е!}) и воспользоваться тождеством (35), то получим соотношение (34), чем
и завершается доказательство справедливости соотношения взаимности.

С помощью этого соотношения можно в квадратурах находить решения

системы уравнений нелокальной теории вяэкоупругости, если известны

фундаментальные решения:
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ПЛОСКАЯ И ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГоети

ДЛЯ СЛОЯ С ТРЕЩИНОЙ

Г. С. KIIТ, И. П. Лысын

1. Плоская задача. Р2ССМОТРИ~ бесконечную полосу шириной 2d, в ко

торой имеется продольная трещина длиной 21, располож енная симметрично

относительно граней полосы и начала координат. Будем считать, что на

гранях полосы заданы температурные условия первого, второго и третьего

\.')5
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