
расположенной на цилиндре Sk+l. Рассматривая на цилиндре Sk+1 множество

кривых у = 1(х), в каждой точке кривой можно определить вектор k-й

нормали. Совокупность этих векторов определяет некоторое пространство

пространство k-й нормали Nk'
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мальное произведение 11 Q9 12 билинейно, т. е.

о РАЗДЕЛЕНИИ ПЕР~МЕННЫХ в ТЕНЗОРНОМ ПРОИ3ВЕДЕНИИ

ГИЛЬБЕРТОВЫХ 11РОСТРАНСТВ

П. И. Каленюк

Общим схемам разделения переменных посвящены работы [3-8]. в данной

работе приводится одна схема метода разделения переменных в тензорном

произведении гильбертовых пространств.

1. Для удобства изложения напомним кратко необходимые нам

утверждения. Пусть Нl и Н2 - два сепарабельных гильбергоных простран

ства, элементы которых будем обозначать через 11, е'. . . ' и 12, g2, •.•
соответственно, а скалярные пронаведения- 'через (,), (i = 1, 2). В линей

ном пространстве Н формальных линейных комбинаций 1; f} Q9 f7. где фор

i

1) (fl + gl) Q9 12= 11 Q9 12 + gl Q9 F;
2) 11 Q9 (f2 + g2) = {1 Q9 {2 + {1 Q9 g2;

3) (Ар) Q9 {2 = {1 Q9 (Лf2) = А <р Q9 {2)

(А - комплексный скаляр), скалярное произведение определим следующим

образом: для произвольных элементов

n т

{= 1; л Q9 {Т. g = 1; gfQ9 g7EH
;=1 /=1

положим

n т

({. g) = 1; 1; (Н, Ю)l т, g~2
i=J '=m

(отметим. что это не единственный из возможных способов введения ска

лярного произведения в пространстве Н). Гильбертово пространство Н? Q9
Q9 Н2, которое является пополнением пространства Н в скалярном произ

ведении (,), называется тензорным произведением гильбертоных пространств

н» и Н2 [2, 10]. Элементы пространства Нl Q9 Н2 будем обозначать через

{. g, ...
n

для элемента [> 1; л Q9 t7 Е Нl Q9 Н2 И элемента {1 Е Нl положим по
,=1

определению

т

(р, f) = 1; (11, Н)lЛ Е Н2 •
i = 1

для произвольного 1Е н- Q9 Н2 (f. f) Е Н2 определяется как соответству

ющий предел, Известно [9]. что если множество векторов Л. {~, ... , {~, . ..



(3)

образует полную ортонормированную систему в пространстве Н', то любой

элемент g Е Hl 0 Н2 единственным образом представляется ввнде

g = ~ f~0gn,
n=1

тле gn = и~, g), н имеет место равенство Парсеваля- Стеклова
00

(g, g) = ~ (gn, gJ2'
n=!

Пусть теперь операторы и и Р определены соответственно в про

странствах Hl н Н2 И имеют области определения D (и) и D (Р). Тен

эорное произведение U 0 L2 этих операторов определяется следующим

образом: если Л, ... , '},. Е D (Р), Л, ... , frпED (L2), то

т т

(и0Р) ~tt0fr = ~UfU:sL2n'
i=1 i=1

Наконец, будем говорить, что операторы A 1, •• • , A k , определенные

3 векотором гильбертовом пространстве Н, имеют общее спектральное

гредставление (ограничимся здесь случаем дискретного спектра), если

.::~.ществует полная ортонормированная система {иn } Е н н множество дей

ствнтельных чисел ain (1 <: i <: k, п = 1, 2, ...) таких , что Aiun = a inUn .
Для линейных самосопряженных попарно перестановочных операторов,

осределенных в селарабельном гильбертсвом пространстве, существование

общего спектрального представления следует из теоремы Неймана [1].
Кроме этого в дальнейшем нам необходимы также следующие постро

е5НЯ. Пусть i' = (il' .. . , i ,) и j' = (il' . . . , jn-,) (г = 1, ... , n) - цело
часленные векторы, координаты которых удовлетворяют условиям 1 <:
~ i1< i2 < < i, <: п , 1 <: jl < j2 < ... < jn-, <: п, причем ч. '"
_... i,. jl, , jn-, образуют перестановку чисел 1, 2, . о о, п. Для r = О

лусть iO = (2) , т. е. iO - п устое множество, а jO = (1, 2, ... , n). Если

=:~ Ii = jl' о •• , jn-,; j = i l , ... , i,) -:- некоторая совокупность действи

тельных чисел, то через А [i'] (г = О, 1, ... , n) обозначим квадратн:ую
катрвцу ~ aii Itj=l' элементы которой определяются так:

(

1, если i = j = is при некотором 1 <: s <: г;

с; = а~;,если i = jt, j = is при некоторых 1 <: t <: п - " 1 <: s <: г; (1)

О в остальных случаях .

Ес.1И r = О, то А [iO] = О.

~\атрица А [i'] (г = О, 1, ... , n) имеет следующее Свойство: для про

~330.1ЬНOГO натурального числа k Ak [i'] = А [i'].
2. В тензорном произведении H10 Н2 сепарабельных гильбертовых

=?=,-lранств Н) и Н2 рассмотрим однородное уравнение

Lu = О (2)

~ соответствующее ему несднородное уравнение

ш-; R= О,

в которых оператор L = (Lsk) (s = 1, . о ., т; k = 1, . . . , n), определен

=-rIЙ на некотором множестве D (L), принадлежащем прямому произведе

ввю n копий пространства H 1 0 Н2, так, что для любого элемента и =
= (и1, •• о , иn) Е D (L)

Lu = C~ L1kU k , ••• , k~ LmkUk) ,

а элеяент R имеет вид

R= (~tP0ffl, о •• , it1rn®frm). (4)
~=1 ':=1
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(5)

(7)

(8)

Определение 1. Оператор L будем называть разделяющимся, если для

любых 5 = 1, ... , т и k = 1, ... , n LSk представим в виде

1 2 L1 ~L2L sk = L sk,l Q9 L.k,1 + ... + 5k'n5k '<Y 5k'n5k'

причем D (L:k, l) = ... = D (L~k'n5J = D~ с н' (i = 1, 2), для проиаволь
ного элемента и Е D (L) вида

и = (.± g\l Q9 gil,
1=1

g~l' ... , g~l Е о; а

(
n n\k / I 1 2 2 n nmk 1 I I 2 2 )

Lu = ~\ ~ /~ L1k,jgk l Q9 L1k,igkl, •.. , ~l t:1 l~ Lmk,i gkl Q9 Lmk,/gkl. (6)

Упорядочим при каждом 5 = 1, ... , т каким-нибудь образом сбор

ный индекс (k, j, i) и обозначим через (ks('t), j5(-C), i5('t» ('t= 1, ... , n5,

где n = l ±n5k) индекс, отвечающий номеру -С.
5 k= \

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Множество всех решений вида (5) ираенения (2) ({З» с раз

деляюшимся оператором L (и свободным членом вида (4» совпадает

с множеством решений совокупности систем

(Е - А) f1 = О, A'f2s = О (5 = 1, ... , т; А Е Аn.+ .. .+nm),
(Е-А)Р 1=О, A'F2s=O (5= 1, ... , т ; А Е Аn.+ ...+n +'1'.+ .. .+'1')'

т т

где

•.. , f;'I'5' О, •.. , О));

А ; - совокупность всех матриц вида (1) размерности i, в которых эле

менты a~; рассматриваются как параметры (число таких матриц, очевидно,

равно 2'/;
Е - единичная матрица размерности nl + ... + nm

(n1 + ... + nm + 1'1 + ... + I'm)'

3. Пусть оператор L определен на некотором множестве D (L) сН1 0 Н2

И разделяется, т. е. он представим в виде

L = Ц Q9 Ц+ ... + Lk Q9 д,
где D (Li) = ... = D (L~) = D 1С н' (i = Г, 2) и для любого элемента

n

g = ~ gl Q9 g~ Е D (L) g~, "', g:, Е о, (i = 1, 2).
1=1

Обозначим через Li' оператор с областью значений в прямом произ-

12



везеввв k - г копий пространства Н\ определенный ' на множестве D1:

.J.IЯ ..побоro элемента f Е о,

L{ff1 = (ZXf1, ••• , LCrf1) , (9)

(1 О)

t=l, ... ;k-r
г г

L{f Ll ~ { L1,= i, - ...::.. a,s Е,
s= 1 s

~ .
Il. (, ~! определяются, как в п . 1).

Через Li' обозначим оператор с областью значений в прямом произ
велеввв г копий пространства Н2, определенный на множестве D2: дЛЯ

любого элемента f Е о,
., ., .,

L' F = (Ц {2, ... , ц {2),
пе

s = 1, ... , г.

Определение 2. Скажем, что операторы Ц, ... , Ц имеют обобщенное

общее спектральное представление, если для некоторых целых чисел

1'1' • _', Гр (О <:'1 < ... < Гр <: k) существуют совокупности целочис-

ленных векторов (а (1) = и:а (l), .• . , i~: (1» (а = 1, , р; l = 1, ... , Па)

JI совокупности действительных чисел а::а(!) (t = 1, , k -'а; S = 1, . ..
• • •• Га) таких, что множество решений системы уравнений

L{fa(l){l =О (11)

образуют полную ортонормированную систему {{~} в пространстве Н',

Легко видеть, что в том случае, когда множество операторов Ц, ...
_... и обладает общим спектральным представлением, оно имеет и обоб

иенное общее спектральное представление.

Далее, значения а и l, для которых n является решением уравнения
. {а(n)щ »)

i 11'. мы будем обозначать через о (n) и l (n), а оператор L n_

~Ln·
Определение 3. Если система операторов Ц, . . . , Ц обладает обо6

иенньш общим спектральным представлением таким, что множество

{ЦГа(n) {А} s = 1, "', га(n), n = 1, 2, ... (12)
' s (I (n)

~yeT полную ортонормированную систему в пространстве Нl и для

.их5ых f Е R с: Нl 0 Н2

{n = ({n1, •.• , {nга(n» = (ига(n) {~, !), ... , (L~r(J(n) {~, f» (13)
(1 (/(n» , а(n\ (Е(n)

~ННа;(лежит области определения оператора с;', а последний существует,

то згы будем говорить, что операторы Ц, .. . , д и Ц, ... , ц R-co
~дасованы.

Замечание. Определение операторов U
Г

и П", определения обобщенно

го общего спектрального представления и согласованности совокупностей

ссераторов обусловлены структурой систем (7) и (8).
Теорема 2. Если линейный оператор Е, определенный в гильбертовам

хроапранстве Н10 Н2, замкнут и разделянпиийся, причем операторы

Ц. . . . , и и Ц, ... , ц R-согласованы, а операторы [;;;1 равномерно
вграничены, то уравнение

Lg=!
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имеет решение для проиввольного f Е R, которое представляется в виде

00

g= ~ fA0L; llm
n=1

где '" определяется по формуле (13).
Доказательство. Рассмотрим сумму

р

gmp = ~ '~ Q9 L;'fn.
n=m

Так как {~ ортонормированы, то
,

~ _1 _1 2 fJ (а(lI) )
(gmp, gmp) = lI~m (L" 1т с; 'n)2 <: м n~m I~ (Ini, 'ni)2 ,

где М - равномерная граница для 11 L;III.
ИЗ равенства Парсеваля - Стеклова следует, что

n~ (~\ (fni, fni)2) < 00,

а значит, gmp сходится К нулю. Отсюда вытекает, что

т

я; = ~ f~0L;l/n
11=1

сходится к некоторому пределу g.
Используя формулы (9), (10) и (13), получаем

j; (Ц Q9 L7) я; = ~I (j~ LJf~ Q9 LjL;lfn) =

т ['а(lI) l

= ~ ~ L
1

'ЩII) (~ 0 L
2
' a(lI) с; (ll +

"=1 5=1 15 (/(11» 1, (/ (11 »

+ k-~(n) ('*) ,:'о(n) (/(II )}L1 (1) 0 е, r II J-
"""" """" а/5 .Ta (n )(I ( II )} n i а(n)(/(II» 11 11 -

~('~~)L:=I 5~10(L2~ 15 + k~(II) / 0(1I:(I(II»L2 )L-1/)
"""" """" / а(II)(I(n)} 11 / а(II)(I(II)) """" а/$ / а(lI) (1(11» 11 n11=' 5=1 5 5 1=1 1

~ ('~) L\J(n'r [~ Q9 fns).
11=1 5=1 '5 (/(11»

Так как множество элементов (12) образует по условию теоремы орто

нормированную и полную систему в Н', то последняя сумма сходится к t
при т -+ 00. Поскольку оператор L по предположению замкнут, gm -+ g,
а Lgm-+ f при т -+ 00, то, следовательно, Lg = f и теорема доказана.

Последняя теорема в некотором смысле является обоснованием при

веденного метода разделения переменных в тензорном произведении гиль

бертовых пространств. Теорема 2, в силу замечания к определению 2,
является обобщением соответствующих результатов работ [5, 6].
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(2)

l' УСЛОВИЯХ ЗНАКООПРЕДЕЛЕННОСТИИ ЗНАКОПОСТОЯНСТВА

-ОРМ ЧЕТНОГО ПОРЯДКА

L Ф. Клюйник

Разрешимость многих задач устойчивости решений дифференциальных урав

нений и изучение качественного поведения интегральных кривых методом

функций Ляпунова связано с вопросом о энакоопределенности и знакопо

croянстве функций нескольких переменных [3 J. При установлении типа си

стем линейных дифференциальных уравнений с частными производными до

статочно иметь некоторый критерий энакоопрелёленностн произвольных

форм четного порядка [4 J. При этом часто возникает необходимость исследо

вать ту ИЛИ иную форму на анакоопределенностъ или на энакопостоянство,

когда коэффици енты зависят от каких-нибудь параметров. Здесь необходимо

нкегь некоторые условия в виде аналитических выражений, сформулирован

ных с помощью коэффициентов.

Как известно [3[, форма F называется знакоопределенной (положитель

ЕО определенной или отрицательно определенной) в некогорой области из

кевения переменных, если F > О или F < О. Форма F называется знакопо

стоявной (знакоположительной или энакоотрицательной) в области изме

вевия переменных, если F > О или F ~ О. Наконец, форма F называется

знакопеременной, если она не является ни знакоопределеиной , ни знакопо

стоянной. т. е . может принимать в области изменения переменных как по

дожительные. так и отрицательные зн ачен ия .

В данной статье предлагается один способ установления условий зна

ковостоянства бинарных форм, а также формулируются достаточные и не

~oтopыe необходимые условия знакоопределенности тернарных форм.

Рассмотрим бинарную форму л-го порядка, записанную в виде
n

F (х, у) = ~ akxkyn-k, О}
k=O

где ak - действительны е числа. Обозначив г : • форму (1) можно

переписать так : F (х, у) = уnр (г), где
n

р (г) = :Е akzk
k= Q

- полином с одной переменной.

Очевидно, форма (1) будет энакоопределенной тогда и только тогда,

ёС.1И полином (2) будет иметь лишь комплексные корни.

В работе [2] было установлено следующее утверждение.

Теорема 1. Число пар комплексно-сопряженных корней полинома (2) равно
IfШ:ЛУ перемен знака в последовательности главных диагональных миноров

чгтядго порядка следующей матрицы:

аn a,1-1 аn-2 аn-з 00 О ... о ~
I

О пап а,,_1 (n - 1) аn_2 (n - 2) ... а1 О . .. о ~

1I о . . . ., {
(3)
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