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Здійснено класифікацію симетрійних редукцій рівняння Монжа – Ампера в 
просторі (1,3) ( )M R u× . Наведено деякі результати, отримані з викорис-
танням класифікації тривимірних неспряжених підалгебр алгебри Лі групи 
Пуанкаре (1, 4)P . 
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(1, 4)P . 

 
З часів Ньютона диференціальні рівняння є одним із основних інстру-

ментів для побудови математичних моделей процесів, які відбуваються в 
навколишньому світі. У багатьох випадках диференціальні рівняння цих 
моделей мають нетривіальну симетрію. Для дослідження таких рівнянь 
можна, зокрема, використовувати класичний метод Лі – Овсяннікова. Вико-
ристання цього підходу, зокрема, дає можливість проводити симетрійну 
редукцію і будувати класи інваріантних розв’язків рівнянь, що досліджу-
ються [1, 21, 23] (див. також цитовану там літературу). 

При проведенні симетрійної редукції деяких важливих для теоретич-
ної і математичної фізики диференціальних рівнянь виявилося, що в окре-
мих випадках редуковані рівняння, отримані за допомогою неспряжених 
підалгебр заданих рангів алгебр Лі груп симетрії цих рівнянь, були різних 
типів (див., наприклад, [3, 9, 12, 14, 22] і цитовану там літературу). Зазначи-
мо, що вивчення цього типу редукції започатковане ще в 1984 р. працею 
A. M. Grundland, J. Harnad, P. Winternitz [14]. 

Згідно з класичним груповим аналізом (див., наприклад, [1, 23]) інва-
ріантні розв’язки диференціальних рівнянь слід класифікувати за їхніми 
рангами (рангами відповідних їм неспряжених підалгебр). При такому під-
ході не вдається пояснити отримання різних типів редукованих рівнянь 
(інваріантних розв’язків) при використанні неспряжених підалгебр заданих 
рангів алгебр Лі груп симетрії цих рівнянь. 

У роботі [11] для класифікації симетрійних редукцій (інваріантних роз-
в’язків) згаданих вище диференціальних рівнянь авторами цієї статті за-
пропоновано використовувати структурні властивості низькорозмірних не-
спряжених підалгебр того самого рангу алгебр Лі груп симетрії досліджу-
ваних рівнянь.  

На сьогодні здійснено класифікацію симетрійних редукцій та інваріант-
них розв’язків для рівнянь ейконала і Ойлера – Лагранжа – Борна – Ін-
фельда в просторі (1,3) ( )M R u×  з використанням класифікації низькороз-
мірних ( dim 3L ≤ ) неспряжених підалгебр алгебри Лі групи Пуанкаре 

(1, 4)P  (детальніше див. [10–13] і цитовану там літературу). Тут і надалі 
(1,3)M  – (1+3)-вимірний простір Мінковського, ( )R u  – дійсна вісь залежної 

змінної u .  
Розв’язування багатьох задач геометрії, геометричного аналізу, теорії 

струн, космології, геометричної оптики, оптимального переносу, одновимір-
ної газової динаміки, метеорології та океанографії пов’язане з вивченням 
рівнянь Монжа – Ампера в просторах різних вимірностей і різних типів. 
На даний час опубліковано дуже багато робіт, присвячених дослідженню 
цих рівнянь, зокрема [2, 7, 8, 15–20, 24–29] (див. також цитовану там 
літературу).  
                                           
*vasfed@gmail.com 
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Ця робота присвячена класифікації симетрійних редукцій та інваріант-
них розв’язків для рівняння Монжа – Ампера в просторі (1,3) ( )M R u× . На-
ведемо тільки окремі результати, отримані з використанням класифікації 
тривимірних неспряжених підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P . З цією метою 
спочатку розглянемо деякі результати, що стосуються алгебри Лі групи 

(1, 4)P  та її неспряжених підалгебр.  

1. Алгебра Лі групи (1, 4)P  та її неспряжені підалгебри. Група Пуан-
каре (1, 4)P  є групою поворотів і зсувів п’ятивимірного простору Мінков-
ського (1, 4)M . Серед важливих для теоретичної і математичної фізики груп 
група (1, 4)P  посідає особливе місце. Вона є найменшою групою, яка містить 
як підгрупи групи симетрії релятивістської фізики (група Пуанкаре (1,3)P ) 

та нерелятивістської фізики (розширена група Галілея (1,3)G%  [5]).  

Алгебра Лі групи (1, 4)P  задається 15-ма базисними елементами Mµν =  

Mνµ= − , , 0,1, 2,3, 4µ ν = , і Pµ , 0,1,2,3, 4µ = , які задовольняють комутаційні 

співвідношення  

 , 0[ ]P Pµ ν = , 

 ,[ ]M P g P g Pµν σ νσ µ µσ ν= − , 

 ,[ ]M M g M g M g M g Mµν ρσ µσ νρ νρ µσ µρ νσ νσ µρ= + − − , 

де gµν , , 0,1, 2,3, 4µ ν = , – метричний тензор з компонентами 00 11g g= − =  

22 33 44 1g g g= − = − = − =  і 0gµν = , якщо µ ≠ ν .  

У цій роботі розглядатимемо таке зображення [6] для алгебри Лі групи 
(1, 4)P : 

 0 1 2
0 1 2

,        ,        P P P
x x x
∂ ∂ ∂= = − = −

∂ ∂ ∂
, 

 3 4 4
3

,      ,        ,        P P M x P x P x u
x u µν µ ν ν µ
∂ ∂= − = − = − ≡

∂ ∂
. 

Надалі перейдемо від Mµν  і Pµ  до таких лінійних комбінацій:  

 04 1 23 2 13 3 12,      ,      ,      G M L M L M L M= = = − = , 

 4 0 4 0,      ,           1,2,3a a a a a aP M M C M M a= − = + = , 

 0 4 0 4
0 4,      ,          1,2,3,         

2 2k k

P P P P
X X P k X

− +
= = = = . 

У праці [4] проведено класифікацію всіх неспряжених підалгебр алгеб-
ри Лі групи (1, 4)P  (вимірності яких не перевищують 3) в класи ізоморфних 
підалгебр. 

2. Про класифікацію симетрійних редукцій (1+3)-вимірного рівняння 
Монжа – Ампера. У цій роботі розглядаємо рівняння Монжа – Ампера ви-
гляду 

 det 0uµν =( ) , (1) 

де 

 
2

0 1 2 3( ), ( , , , ) (1, 3),  , , 0,1,2,3   uu u x x x x x x M u
x xµν

µ ν

∂= = ∈ = µ ν =
∂ ∂

. 

У роботі [6] вивчено симетрію і побудовано багатопараметричні сім’ї 
точних розв’язків багатовимірного рівняння Монжа – Ампера. Із цієї робо-
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ти, зокрема, випливає, що алгебра Лі групи симетрії досліджуваного рів-
няння (1) містить як підалгебру алгебру Лі групи Пуанкаре (1, 4)P .  

Для проведення класифікації симетрійних редукцій (1+3)-вимірного 
рівняння Монжа – Ампера використаємо класифікацію тривимірних не-
спряжених підалгебр [4] алгебри Лі групи (1, 4)P . В результаті виконаної 
класифікації встановлено, що тривимірні неспряжені підалгебри алгебри Лі 

групи (1, 4)P  є таких типів: 13A , 2 1A A⊕ , 3,1A , 3,2A , 3,3A , 3,4A , 3,6A , 3,7
aA , 

3,8A , 3,9A . 

Внаслідок проведення симетрійної редукції (1+3)-вимірного рівняння 
Монжа – Ампера отримали такі редуковані рівняння: 

– тотожності, 
– лінійні звичайні диференціальні рівняння, 
– нелінійні звичайні диференціальні рівняння, 
– диференціальні рівняння із частинними похідними, 
Наведемо короткий огляд отриманих результатів.  

2.1 Редукції до тотожностей. Такого типу редукції отримали для 
деяких неспряжених підалгебр типів 13A , 2 1A A⊕ , 3,1A , 3,2A , 3,3A , 3,6A . 

Приклади.  
Підалгебри типу 13A . 

 1. 1 3 2 2 3 4, 0 , 0 :P X P X X X− γ γ > ⊕ − − δ δ ≠ ⊕  

Анзац 

 2
3 0 1 2 3 0 1 0( ) ( )( ) ( ),      x x u x x x x u x x u+ − γ + δ − + − γ = ϕ ω ω = + . 

Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 2
3 0 1 2 3 0 1 0( ) ( )( ) ( )x x u x x x x u x x u+ − γ + δ − + − γ = ϕ + , 

де ϕ  – довільна гладка функція. 

 2. 1 2 2 3 :P P X X⊕ − ⊕  

Анзац 

 
2 2 2 2
0 1 2

0
0 0

( ),      
1

x x u x
x u

x u x u
− −

− = ϕ ω ω = +
+ + +

. 

Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 
2 2 2 2
0 1 2

0
0 0

( )
1

x x u x
x u

x u x u
− −

− = ϕ +
+ + +

, 

де ϕ  – довільна гладка функція. 

Підалгебра типу 2 1A A⊕   

 3 4 3 3( ), , 0 , 0 :G X X L X− + α α > ⊕ + β β >  

Анзац 

 2 2 1/21
3 0 1 2

2
ln ( ) arctan ( ),      

x
x x u x x

x
− α + + β = ϕ ω ω = +( ) . 

Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 2 21
3 0 1 2

2
ln ( ) arctan

x
x x u x x

x
− α + + β = ϕ +( ) , 

де ϕ  – довільна гладка функція. 

Підалгебра типу 3,1A  

 4 3 3 3 02 , , 2 , 0 :X L X P X− β + β − β >  
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Анзац 

 2 2 2 1/21
0 3 1 2

2

1arctan ( ) ( ),      
4

x
x u x x x

x
β + + + = ϕ ω ω = +( ) . 

Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 2 2 21
0 3 1 2

2

1arctan ( )
4

x
x u x x x

x
β + + + = ϕ +( ) , 

де ϕ  – довільна гладка функція. 

Підалгебра типу 3,2A   

 4 3 1 32 , , , 0, 0 :X P G X Xβ + α + β α > β >  

Анзац 

 1 0 2ln ( ) ( ),x x u x− α + = ϕ ω ω = . 

Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 1 0 2ln ( ) ( )x x u x− α + = ϕ , 

де ϕ  – довільна гладка функція. 

Підалгебра типу 3,3A   

 3 4 3
1, , , 0 :P X L G+ λ >
λ

 

Анзац 

 2 2 1/21
0 1 2

2
ln ( ) arctan ( ),

x
x u x x

x
+ + λ = ϕ ω ω = +( ) . 

Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 2 21
0 1 2

2
ln ( ) arctan

x
x u x x

x
+ + λ = ϕ +( ) , 

де ϕ  – довільна гладка функція. 

Підалгебра типу 3,6A   

 1 2 3 3 0, , 2 , 0 :X X P L X− − − α α >  

Анзац 

 3 2 2
0 3 0 0 0 3( ) 6 ( ) 6 ( ) ( ), ( ) 4x u x x u x u x u x+ + α + + α − = ϕ ω ω = + + α .  

Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 3 2 2
0 3 0 0 0 3( ) 6 ( ) 6 ( ) ( ) 4x u x x u x u x u x+ + α + + α − = ϕ + + α( ) , 

де ϕ  – довільна гладка функція. 
Зауважимо, що при такому типі симетрійних редукцій несингулярні 

многовиди в просторі (1,3) ( )M R u× , інваріантні відносно відповідних не-
спряжених підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P , самі є розв’язками (1+3)-ви-
мірного рівняння Монжа – Ампера. 

2.2. Редукції до лінійних звичайних диференціальних рівнянь. Та-
кого типу редукції отримали для деяких неспряжених підалгебр типів 

13A , 3,6A . 

Приклади.  

Підалгебри типу 13A . 

1. 1 2 3 :P P P⊕ ⊕  

Анзац 

 2 2 2 2 2
0 1 2 3 0( ),      x x x x u x u− − − − = ϕ ω ω = + .  
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Редуковане рівняння 

 2 2 2 0′′ ′ω ϕ − ωϕ + ϕ = . 
Розв’язок редукованого рівняння  

 2
1 2( ) с сϕ ω = ω + ω , 

де 1с  і 2с  – довільні сталі. 
Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 2 2 2 2 2 2
0 1 2 3 1 0 2 0( ) ( )x x x x u с x u с x u− − − − = + + + . 

2. 1 2 2 3 3, 0 , 0 :P P X P X⊕ − α α > ⊕ − γ γ ≠  

Анзац 

 
2 2 2
1 2 3

0
0 0 0

2 ( ),      
x x x

u x u
x u x u x u

+ + + = ϕ ω ω = +
+ + + α + + γ

. 

Редуковане рівняння 

 ( )( ) 0′′ω ω + α ω + γ ϕ = . 

Розв’язки редукованого рівняння  

 1 2( ) ,      0,      0,      0с сϕ ω = ω + ω = ω + α = ω + γ = , 

де 1с  і 2с  – довільні сталі. 
Розв’язки (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 
2 2 2
1 2 3

1 0 2
0 0 0

2
x x x

u с x u с
x u x u x u

+ + + = + +
+ + + α + + γ

( ) , 

 0 0 00,      0,      0x u x u x u+ = + + α = + + γ = . 

Підалгебри типу 3,6A . 

1. 1 1 2 2 3 3, , :P X P X P L− − − +  

Анзац 

 
2 2 2
1 2 3

0
0 0

2 ( ),      
1

x x x
u x u

x u x u
+

+ + = ϕ ω ω = +
+ + +

.  

Редуковане рівняння 

 ( 1) 0′′ω ω + ϕ = . 

Розв’язки редукованого рівняння  

 1 2( ) ,      0,      1 0с сϕ ω = ω + ω = ω + = , 

де 1с  і 2с  – довільні сталі. 
Розв’язки (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 
2 2 2
1 2 3

1 0 2 0 0
0 0

2 ( ) ,      1,      
1

x x x
u с x u с u x u x

x u x u
+

+ + = + + = − − = −
+ + +

. 

2. 1 2 3 3, , :P P L P−  

Анзац 

 2 2 2 2 2
0 1 2 3 0( ),      x x x x u x u− − − − = ϕ ω ω = + .  

Редуковане рівняння 

 2 2 2 0′′ ′ω ϕ − ωϕ + ϕ = . 

Розв’язок редукованого рівняння  

 2
2 1( ) с сϕ ω = ω + ω , 

де 1с  і 2с  – довільні сталі. 
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Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 2 2 2 2 2 2
0 1 2 3 2 0 1 0( ) ( )x x x x u с x u с x u− − − − = + + + . 

2.3. Редукції до нелінійних звичайних диференціальних рівнянь. 
Такого типу редукції отримали для деяких неспряжених підалгебр типів 

2 1A A⊕ , 3,3A , 3,7
aA , 3,9A . 

Приклади. 

Підалгебра типу 2 1A A⊕   

 3 3, :G P L− ⊕  

Анзац 

 2 2 2 1/2 2 2 1/2
0 3 1 2( ),      x x u x x− − = ϕ ω ω = +( ) ( ) . 

Редуковане рівняння 
 0′ ′′ϕ ϕ ϕ = . 

Розв’язки редукованого рівняння  

 1 2( ) ,      ( )с с cϕ ω = ω + ϕ ω = , 

де 1с , 2с  і с  – довільні сталі. 
Розв’язки (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 2 2 2 1/2 2 2 1/2 2 2 2 1/2
0 3 1 1 2 2 0 3,      x x u с x x с x x u c− − = + + − − =( ) ( ) ( ) . 

Підалгебра типу 3,3A   

 1 2 3, , , 0 :P P G X+ α α >  

Анзац 

 2 2 2 2
3 0 0 1 2ln ( ) ( ),      x x u x x x u− α + = ϕ ω ω = − − − . 

Редуковане рівняння 

 2 22 ( ) ( ) 0′ ′′ ′′ ′ ′ωϕ ϕ + αϕ + ϕ ϕ =( ) . 

Підалгебра типу 3,7
aA   

 1 2 3, , , 0 :P P L G+ λ λ >  

Анзац 

 2 2 2 2 1/2
0 1 2 3( ),      x x x u x− − − = ϕ ω ω =( ) . 

Редуковане рівняння 

 0′′ϕϕ = . 

Розв’язок редукованого рівняння  

 1 2( ) c cϕ ω = ω + , 

де 1с , 2с  – довільні сталі. 
Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 2 2 2 2 1/2
0 1 2 1 3 2x x x u c x c− − − = +( ) . 

Підалгебра типу 3,9A   

 3 3 3 2 2 2 1 1 1
1 1 1 1 1 1( ) , ( ) , ( ) :
2 2 2 2 2 2

L P C L P C L P C     − + + + + + +     
     

 

Анзац 

 2 2 2 2 1/2
1 2 3 0( ),      x x x u x+ + + = ϕ ω ω =( ) . 
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Редуковане рівняння 

 0′′ϕϕ = . 

Розв’язок редукованого рівняння  

 1 2( ) с сϕ ω = ω + , 

де 1с  і 2с  – довільні сталі. 
Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 2 2 2 2 1/2
1 2 3 1 0 2x x x u с x с+ + + = +( ) . 

2.4. Редукції до диференціальних рівнянь із частинними похід-
ними. Такого типу редукції отримали для деяких неспряжених підалгебр 
типів 3,6A , 3,8A , 3,9A . 

Приклади.  

Підалгебра типу 3,6A  

 1 2 3, , :P P L  

Анзац 

 2 2 2 2
3 1 2 1 0 2 0 1 2( , ),      ,      x x u x x x u= ϕ ω ω ω = + ω = − − − . 

Редуковане рівняння 

 2 2 2 2
1 11 22 1 2 12 1 12 2 2 22 2 22 2 0ω ϕ ϕ − ω ϕ ϕ − ω ϕ − ω ϕ ϕ − ϕ ϕ =( ) . 

Розв’язок редукованого рівняння  

 1 2 1( , ) ( )fϕ ω ω = ω , 

де f  – довільна гладка функція. 
Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 3 0( )x f x u= + . 

Підалгебра типу 3,8A   

 3 3, , :P G C−  

Анзац 

 2 2 2 1/2
0 3 1 2 1 1 2 2( , ),      ,      x x u x x− − = ϕ ω ω ω = ω =( ) . 

Редуковане рівняння 

 2
11 22 12 0ϕ ϕ − ϕ ϕ =( ) . 

Розв’язок редукованого рівняння  

 1 2 1 1 2 2 3( , ) f c c cϕ ω ω = ω + ω +( ) ,  

де f  – довільна гладка функція, 1с , 2с  і 3с  – довільні сталі. 
Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 2 2 2 1/2
0 3 1 1 2 2 3( )x x u f c x c x c− − = + +( ) . 

Підалгебра типу 3,9A  

 3 2 1, , :L L L− − −  

Анзац 

 2 2 2 1/2
1 2 1 0 2 1 2 3( , ),      ,      u x x x x= ϕ ω ω ω = ω = + +( ) . 

Редуковане рівняння 

 2
11 22 12 2 0ϕ ϕ − ϕ ϕ =( ) . 
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Розв’язок редукованого рівняння  

 1 2 1 1 2 2 3( , ) ( )f c c cϕ ω ω = ω + ω + ,  

де f  – довільна гладка функція, 1с , 2с  і 3с  – довільні сталі. 
Розв’язок (1+3)-вимірного рівняння Монжа – Ампера 

 2 2 2 1/2
1 0 2 1 2 3 3u f c x c x x x c= + + + +( ( ) ) . 

Такого типу редукції зумовлені тим, що відповідні підалгебри мають 
ранг 2.  

Cеред неспряжених підалгебр типів 13A , 2 1A A⊕ , 3,1A , 3,2A , 3,3A , 3,4A , 

3,6A  є такі, з інваріантів яких не вдається побудувати анзаци, які редуку-

ють (1+3)-вимірне рівняння Монжа – Ампера. Виявилося, що з інваріантів 
усіх чотирьох неспряжених підалгебр типу 3,4A  не вдається побудувати 

анзаци, які редукують (1+3)-вимірне рівняння Монжа – Ампера. 
Наведемо базисні елементи однієї з цих підалгебр і її інваріанти.  

Підалгебра типу 3,4A  

 3
0 4 3, , , 0, 0 :

L
X X G Xα− − − − α > λ >

λ λ
 

Інваріанти 

 2 2 1/2 1
1 2 3

2
,            arctan

x
x x x

x
+ + α( ) . 

Зауважимо, що підалгебри, з інваріантів яких не вдається побудувати 
анзаци, не задовольняють необхідні умови існування інваріантних розв’яз-
ків (деталі можна знайти в [1]). 

Висновки. Встановлено взаємозв’язок між структурними властивостя-
ми тривимірних неспряжених підалгебр алгебри Лі групи Пуанкаре (1, 4)P  
та типами отриманих редукованих рівнянь для (1+3)-вимірного рівняння 
Монжа – Ампера. Наведено деякі інваріантні розв’язки досліджуваного 
рівняння. 

Тривимірні неспряжені підалгебри алгебри Лі групи (1, 4)P  є таких 

типів [4]: 13A , 2 1A A⊕ , 3,1A , 3,2A , 3,3A , 3,4A , 3,6A , 3,7
aA , 3,8A , 3,9A . 

• Редукції до тотожностей отримано для деяких неспряжених під-
алгебр таких типів: 13A , 2 1A A⊕ , 3,1A , 3,2A , 3,3A , 3,6A . 

• Редукції до лінійних звичайних диференціальних рівнянь отримано 
для деяких неспряжених підалгебр таких типів: 13A , 3,6A . 

• Редукції до нелінійних звичайних диференціальних рівнянь отрима-

но для деяких неспряжених підалгебр таких типів: 2 1A A⊕ , 3,3A , 3,7
aA , 3,9A . 

• Редукції до диференціальних рівнянь із частинними похідними 
отримано для деяких неспряжених підалгебр таких типів: 3,6A , 3,8A , 3,9A . 

• Серед неспряжених підалгебр типів 13A , 2 1A A⊕ , 3,1A , 3,2A , 3,3A , 

3,6A  є такі, з інваріантів яких не вдається побудувати анзаци, які (1+3)-

вимірне рівняння Монжа – Ампера. 
• З інваріантів усіх чотирьох неспряжених підалгебр типу 3,4A  не 

вдається побудувати анзаци, які редукують (1+3)-вимірне рівняння Мон-
жа – Ампера. 

Ці підалгебри не задовольняють необхідні умови існування інваріант-
них розв’язків (деталі див. в [1]). 
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О КЛАСCИФИКАЦИИ СИММЕТРИЙНЫХ РЕДУКЦИЙ (1+3)-МЕРНОГО 
УРАВНЕНИЯ МОНЖА – АМПЕРА 
 
Выполнена классификация симметрийных редукций уравнения Монжа – Ампера в 
пространстве (1,3) ( )M R u× . Представлены некоторые результаты, полученные с 
использованием классификации трехмерных несопряженных подалгебр алгебры 
Ли группы Пуанкаре (1, 4)P . 

Ключевые слова: классификация симметрийных редукций, уравнение Монжа –
Ампера, классификация алгебр Ли, несопряженные подалгебры алгебр Ли, 
группа Пуанкаре (1, 4)P . 

 
ON THE CLASSIFICATION OF SYMMETRY REDUCTIONS FOR THE 
(1+3)-DIMENSIONAL MONGE – AMPÈRE EQUATION 
 
The classification of symmetry reductions for the Monge – Ampère equation in the 
space (1,3) ( )M R u×  is carried out. Some results obtained by using the classification of 
three-dimensional nonconjugate subalgebras of the Lie algebra of the Poincaré group 

(1, 4)P  are presented. 

Key words: classification of symmetry reductions, Monge – Ampère equation, classifi-
cation of the Lie algebras, nonconjugate subalgebras of the Lie algebras, the 
Poincaré group (1, 4)P . 
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