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НЕСТАЦІОНАРНІ ТЕМПЕРАТУРНІ ПОЛЯ У КУСКОВО-ОДНОРІДНИХ 
СМУГАХ ЗА ВРАХУВАННЯ ФРИКЦІЙНОГО ТЕПЛОВИДІЛЕННЯ 
 

Наведено підхід для визначення нестаціонарних температурних полів у кус-
ково-однорідних смугах за конвективного теплообміну з середовищем та те-
плоутворень від дії сил тертя. Алгоритм розв’язування задачі ґрунтується 
на використанні інтегрального перетворення Лапласа та його обернення за 
допомогою адаптованої до задач теплопровідності формули обернення Пруд-
нікова. З використанням розробленого алгоритму досліджено нестаціонарні 
температурні поля, які виникають при терті кусково-однорідних смуг. 

Ключові слова: кусково-однорідні смуги, конвективний теплообмін, фрикційне 
тепловиділення, нестаціонарні температурні поля, інтегральне перетво-
рення Лапласа. 

 
У сучасних дослідженнях термопружних станів контактуючих тіл 

значне місце займають моделі, що враховують фрикційний нагрів і вплив 
тертя на зносостійкість матеріалів конструкцій. Розвиток новітніх техноло-
гій виготовлення стійких до зношування матеріалів і складність врахування 
взаємопов’язаних процесів в області контакту ставить нові вимоги до роз-
рахунків термопружного стану конструкцій за таких умов, що, в свою чер-
гу, вимагає розвитку нових підходів до розв’язування такого класу задач. 
Про актуальність таких досліджень свідчать публікації у вітчизняних і 
зарубіжних наукових виданнях. Серед праць з цієї тематики є такі, що 
ґрунтуються на класичних механічних моделях фрикційного ковзаючого 
контакту [12, 20], на незв’язаних квазістатичних задачах термопружності 
[8], на врахуванні зв’язаності температурних і деформаційних полів [1]. Ба-
гато праць присвячено практичним дослідженням впливу фрикційного теп-
лоутворення у конкретних контактних системах, зокрема [17, 18], для пев-
них термочутливих [6] чи композитних [9, 19, 22] матеріалів. 

Метою роботи є апробація аналітично-числового підходу, що ґрунту-
ється на використанні модифікованої формули обернення Пруднікова до 
задач теплопровідності кусково-однорідних смуг за фрикційного нагріву. 
Розглянуто незв’язану задачу нестаціонарної теплопровідності для кусково-
однорідної структури, що нагрівається шляхом конвективного теплообміну 
з оточуючим середовищем змінної в часі температури та тепловиділення, 
зумовлених тертям внаслідок ковзання між системами смуг. Розв’язування 
задачі, в якій враховано неідеальний тепловий контакт на стику смуг, про-
ведено з використанням перетворення Лапласа, матричного методу Карс-
лоу та адаптованої до задач теплопровідності формули обернення Прудні-
кова для безпосереднього обчислення оригіналу через трансформанту Лап-
ласа. Розв’язок цієї задачі без тепловиділення в зображеннях має відносно 
простий вигляд. Зокрема, в праці [7] цей розв’язок записано у матричному 
вигляді за рекурентними формулами, а також вказано, що побудова оригі-
налів в аналітичному вигляді пов’язана зі складністю знаходження коренів 
знаменника у зображенні розв’язку, що вимагає проведення достатньо 
складних обчислень при знаходженні температури. Тому в явному вигляді 
у літературі такі розв’язки отримано тільки для окремих випадків (двох-
трьох складових) [2, 7, 14]. Зауважимо, що задачі теплопровідності для пів-
просторів, плоско-паралельних шару і півпростору за врахування теплови-
ділення від тертя розглянуто в працях [4, 5]. У цій роботі з використанням 
запропонованої в [15, 16] методики дослідимо нестаціонарні температурні 
поля для випадків двох і трьох складових смуг. 
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1. Формулювання задачі. Розглянемо систему з двох підсистем куско-
во-однорідних смуг, які складаються з N  і J  однорідних смуг товщини 2h . 
Для першої підсистеми смуг, 1, ,j N= … , введемо позначення ширини jl , 

коефіцієнта температуропровідності jb , коефіцієнта теплопровідності jχ  і 

коефіцієнта тепловіддачі z
jα  з плоскої поверхні j -ї смуги. Для другої під-

системи з J  однорідних смуг аналогічні величини будемо позначати зіроч-
кою. Приймемо, що смуги перебувають в умовах конвективного теплообміну 
з зовнішнім середовищем за законом Ньютона. У початковий момент часу 

0τ =  межа J -ї смуги другої підсистеми починає ковзати вздовж N -ї межі 
першої підсистеми зі швидкістю ( )v τ  з коефіцієнтом тертя ρ  між цими 
підсистемами, і на стику двох підсистем смуг виконуються умови неіде-
ального теплового контакту. Вважаємо, що до зовнішніх меж смуг при-
кладено стискувальні та зсувні рівномірно розподілені зусилля pσ = −  та 

pτσ = ρ , які генерують тепло в області контакту підсистем, тобто на межі 

контакту внаслідок тертя виникають джерела тепла ( ) ( )w v pτ = ρ τ . 
Розглянемо першу підсистему смуг. Приймемо, що між цими смугами 

виконуються умови ідеального теплового контакту. Рівняння теплопровід-
ності для однорідної j -ї складової у безрозмірних змінних має вигляд [13] 
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kb  – коефіцієнт температуропровідності деякого вибраного матеріалу. 

За конвективного теплообміну гранична умова при 0 0x =  буде 
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де α  – коефіцієнт тепловіддачі з границі першої смуги, 1f  – температура 
зовнішнього до цієї межі середовища. 

Умови ідеального теплового контакту на стику однорідних смуг набу-
дуть вигляду [7] 

 1( 0, ) ( 0, )j j j jt x t x− − θ = + θ , 

 1( 0, ) ( 0, ),        1,2, , 1j j j jq x q x j N− − θ = + θ = −… , (3) 

де j
j j

t
q

x

∂
= − λ

∂
; k/jq Hχ  – потік тепла в додатному напрямку осі Ox ; 

k/j jλ = χ χ , kχ  – коефіцієнт теплопровідності вибраного матеріалу; k/jr Hχ  

– термоопір при jx x= . 

Запишемо умови (3) у матричному вигляді [7] 
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Застосуємо до рівнянь (1) та умов (2)–(4) перетворення Лапласа за 
змінною θ , приймаючи, що в початковий момент часу температура дорів-
нює нулеві. Зображення Лапласа для температури запишемо у вигляді 
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перетворення Лапласа за часовою координатою θ . Тут і далі величина з 
хвилькою позначатиме трансформанту Лапласа від цієї величини. 

Зі співвідношення (5) випливає, що зображення температури і потоку 
тепла на обох межах смуги пов’язані матричним співвідношенням [7] 
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де jY  – квадратна матриця з елементами 
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Враховуючи, що з огляду на умови (4) 
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отримуємо  

 1,         1,2, , 1j j jW M W j N−= = … − , (7) 

де j
j

j

T
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Q
 

=  
 

, j j jM R Y= . 

На підставі формули (7) маємо 

 0 ,          1,2, , 1j jW D W j N= = … − , (8) 

де 1 1j j jD M M M−= ⋅ ⋅ ⋅… , а 0T  і 0Q  – трансформанти Лапласа температури 

і потоку тепла на межі першої смуги 0 0x = . 

На основі граничної умови (2) маємо 

 0 0 0 0Bi 0Q T F+ − =( ) , 

де 0 kBi /H= α χ . 

Аналогічно розглядаємо другу підсистему з J  однорідних смуг. На 

координатній осі Ox  ці однорідні смуги займають область 1J Jx x x∗ ∗
− < < , 

1,2, ,j J= … , де 0 0x∗ =  і 1 /j jx H∗ ∗ ∗= + +…l l( ) , 0j > . 

Перша смуга, 0 1x x x∗ ∗< < , цієї підсистеми контактує з останньою 

смугою першої підсистеми, а на межі Jx x∗=  останньої смуги температура 

( , )Jt x∗ θ  задовольняє граничну умову конвективного теплообміну 

 0J
J J

J

t H t f
x

∗ ∗
∗ ∗

∗

∂ α+ − =
∂ χ

( ) , 

де ∗α  – коефіцієнт тепловіддачі з границі Jx x∗= , а Jf
∗  – температура зов-

нішнього до цієї межі середовища.  
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Для цієї підсистеми смуг також введемо величину, пропорційну до 
потоку тепла в додатному напрямку осі Ox : 

 j
j j

t
q

x

∗
∗ ∗ ∂

= − λ
∂

. 

Аналогічно до (8) отримуємо 

 0 ,         1,2, , 1j jW D W j J∗ ∗ ∗= = −… , (9) 

де j
j

j

T
W

Q

∗
∗

∗
 

=  
 

, 1 1j j jD M M M∗ ∗ ∗ ∗
−= ⋅ ⋅ ⋅… , а jT∗  і jQ∗  – трансформанти Лапласа 

температури і потоку тепла. 

Зазначимо, що з огляду на умову при Jx x∗=  маємо  

 0Bi 0J J JQ T F∗ ∗ ∗ ∗− + − =( ) , 

де 0 kBi /H∗ ∗= α χ , а JF∗  – трансформанта Лапласа температури зовнішнього 

до межі Jx x∗=  середовища. 
Розглянемо умови неідеального контакту між двома підсистемами кус-

ково-однорідних смуг. Запишемо їх у вигляді  

 0 0 0, ( 0, ) 0N Nt x t x∗ ∗ + θ − − θ =( ) , 

 0 0 0( 0, ) ( ) / 0,N N kq x pv g H q x∗ ∗− θ + ρ θ χ = + θ( ) . (10) 

Тут використано такий вираз для функції, що описує тепловиділення: 

 0( ) ( )w v p v pgθ = ρ = ρ θ , 

де ( )g θ  – безрозмірна функція, 0v  – деяке характерне значення швидкості 

(наприклад, максимальне). 
Після перетворення Лапласа умови (10) набудуть вигляду 

 0 0( 0) 0,          ( 0) ( )N N N NT t x Q q x G s∗ ∗− − = − − = Θ% % , 

де 0 / kpv HΘ = ρ χ , ( )G s  – зображення Лапласа функції ( )g θ . 

Далі розглянемо випадок, коли нагрів здійснюється тільки за рахунок 
тепловиділення внаслідок тертя (температури зовнішніх середовищ прий-
маємо рівними нулеві). 

Тоді для визначення невідомих 0T , 0Q , 0T∗ , 0Q∗  отримуємо систему чо-

тирьох рівнянь, яку запишемо у матричному вигляді 

 0 0(Bi ,1) 0W = , 

 0 1 0(Bi , 1) 0J JY D W∗ ∗ ∗ ∗
−− = , 

 0 1 0
0
( )N NW Y D W

G s
∗

−
 − =  Θ 

. (11) 

Отримані співвідношення (6)–(8), (11) дають можливість знайти зобра-
ження Лапласа температури і потоків тепла на стику всіх смуг. Значення 
зображень температури у довільній точці смуги визначаємо за формулами 
(5). Таким чином, задачу зведено до визначення оригіналів температури на 
основі відомих трансформант Лапласа. Для цього застосуємо аналітично-
числовий метод обчислення оригіналу, побудований на основі формули 
Пруднікова [3]. 

Приймемо, що для заданої на проміжку 0 t< < l  функції ( )f t  відоми-

ми є значення (0)f , (0)f ′ . Вважатимемо також, що відомим є значення ори-
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гіналу при великих значеннях змінної t , яке позначимо через constf∞ = . 
Тоді маємо [10, 21] 

 1( ) exp exp 2n
n

t tf t c F ni
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=−∞

   = π +   
   ∑l l l

 

 ( ) 2(1 ) (0) (0)f f t f R∞
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s s
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R nc f t n f
∞

∞
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= − + −∑ l[ ] , 1
exp ( ) 1c
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−
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0 t< < l , ( 2 )/ns c ni= + π l . Тут c  і l  – параметри (Re ( ) 0c > ), вибором 

яких можна покращити збіжність ряду в (12) і забезпечити малість залиш-
кового члена 2R . 

Питання вибору параметрів c , l  детально проаналізовано в працях 
[11, 15, 16]. 

Зауваження 1. Вище розглянуто контакт двох підсистем смуг з тепло-
віддачею з лицьових поверхонь. Поклавши в наведених співвідношеннях 

коефіцієнти тепловіддачі 0jα = , 1, ,j N= … , 0j
∗α = , 1, ,j J= … , отримаємо 

задачу теплопровідності для системи кусково-однорідних шарів. 

2. Перевірка достовірності підходу. Розглянемо задачу про визначен-
ня температури для смуги, виготовленої з металокераміки ФМК-11 (шири-

на смуги H , 1 34,31χ = Вт/(м · К), 6
1 15.2 10b −= ⋅ м2/c) та основи із чавуну 

ЧХМК (ширина смуги 5H , 1 51∗χ = Вт/(м · К), 6
1 14 10b∗ −= ⋅ м2/c). Обчислен-

ня виконано при нульових значеннях температури на обох зовнішніх ме-
жах смуг і сталій швидкості руху ( ( ) 1g θ = ). Тепловіддачу з лицьових пло-
щин смуг покладали рівною нулеві. При розрахунках за формулою (12) 
приймали 50=l , 5c = , в ряді (12) утримували до 800 членів, що давало 
змогу зробити похибку меншою ніж 1%. 

Результати обчислень залежності відносної температури /T Θ  від ча-

сової координати θ  для цього випадку наведено на рис. 1. Тут криві 2, 3, 4 
відповідають температурам в основі для значень 2, 3, 4x = , крива 5 – на 

межі контакту 5x = . 

  

Рис. 1. Залежність відносної температури Рис. 2. Залежність відносної температури від 
від часу при сталій швидкості. координати при сталій швидкості. 

Наведені на рис. 1 дані добре узгоджуються із результатами обчислень, 
які були отримані у роботі [4] для двошарової системи іншим методом. 

Для значень 1, 2, 4, 10θ =  на рис. 2 зображено результати обчислень 

залежності /T Θ  від координати x , які також збігаються з даними роботи 

[4] (зокрема, при 1θ = ). 
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Для цієї двошарової системи виконано також дослідження, коли смуги 
рухаються у різних напрямках за синусоїдальним законом 0( ) sin ( )v v kθ = θ  

при ( ) sin ( )g kθ = θ . Зображення Лапласа для функції ( )g θ  має вигляд [3] 

 
2 2

( ) ctg
2

k iG s s
ks k

π =  
 +

. (13) 

Температуру обчислювали в перерізах jx , 1, , 9j = … :  

 0, 1.0, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 4.5, 5.0jx = .  

На рис. 3 наведено результати обчислень залежності відносної 
температури /T Θ  від часу θ  при змінній швидкості ( )v θ  і значенні 1k =  

у формулі (13) в перерізах 2x , 3x , 4x , 5x  (рис. 3а) і 6x , 7x , 8x , 9x  
(рис. 3б). 

   

 а) б) 

Рис. 3. Залежність відносної температури від часу при змінній швид- 
кості для 1k = .  

На рис. 4 зображено криві залежності /T Θ  від координати x  для 

1, 2, 4, 10θ =  при змінній швидкості ( )v θ  і значенні 1k =  у формулі (13). 

 

Рис. 4. Залежність відносної температури від координати при  
змінній швидкості для 1k = . 

Для цієї двошарової системи смуг виконано обчислення аналогічних до 
наведених на рис. 3 кривих /T Θ  у випадку синусоїдального руху смуг при 

0.5k =  і 0.25k =  у формулі (13). Відповідні графіки залежності /T Θ  від 

часу θ  в перерізах 2x , 3x , 4x , 5x  наведено на рис. 5а та рис. 6а і в 

перерізах 6x , 7x , 8x  – на рис. 5б та рис. 6б.  
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 а) б) 

Рис. 5. Залежність відносної температури від часу при синусоїдальній  
швидкості руху для 0.5k = .  

   
 а) б) 

Рис. 6. Залежність відносної температури від часу при синусоїдальній  
швидкості руху для 0.25k = .  

Досліджено також випадок тришарової системи. Перша смуга 
0 4x H< <  є сталевою з характеристиками 1 51χ = Вт/(м · К), 1 14b = м2/c. 

Друга і третя смуги ширини H  є відповідно чавунною і металокерамічною. 
Результати обчислень часової залежності температури /T Θ  у перерізах 

6x , 7x , 8x , 9x  за сталої швидкості руху ( ( ) 1g θ = ) наведено на рис. 7. 

 

Рис. 7. Температура в перерізах тришарової системи смуг, перша  
з яких сталева, при сталій швидкості руху 

Подібні обчислення виконано для випадку, коли перша смуга є алю-
мінієвою з характеристиками 1 236χ = Вт/(м · К), 1 84.2b = м2/c. Графіки 
залежності відносної температури від часу наведено на рис. 8. 
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Рис. 7. Температура в перерізах тришарової системи смуг, перша  
з яких алюмінієва, при сталій швидкості руху 

Проведені числові дослідження показали істотну залежність темпера-
тури від характеристик матеріалу.  

Висновки. Розроблено підхід до розрахунку нестаціонарних темпера-
турних полів для кусково-однорідних смуг з довільною кількістю складових 
за конвективного та фрикційного нагрівів. Підхід ґрунтується на інтеграль-
ному перетворенні Лапласа та його числовому оберненні за допомогою 
модифікованої формули Пруднікова [21]. Високу ефективність цієї формули 
відмічено в працях [11, 15, 16] та обґрунтовано проведеними числовими 
дослідженнями. На тестових прикладах показано достатньо високу точність 
та ефективність запропонованого підходу З використанням розробленого 
алгоритму досліджено нестаціонарні температурні поля, які виникають при 
терті кусково-однорідних смуг. Встановлено істотну залежність темпера-
тури від теплофізичних характеристик матеріалів і швидкості однона-
прямленого або зворотно-поступального руху смуг. Запропонований підхід є 
ефективним і дає змогу досліджувати складні задачі термомеханіки струк-
турованих тіл. 
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НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ПОЛЯ В КУСОЧНО-ОДНОРОДНЫХ 
ПОЛОСАХ ПРИ УЧЕТЕ ФРИКЦИОННОГО ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИЯ 
 
Приведен подход для определения нестационарных температурных полей в 
кусочно-однородных полосах при конвективном теплообмене со средой и тепло-
образований от действия сил трения. Алгоритм решения задачи основывается на 
использовании интегрального преобразования Лапласа и его обращения с помощью 
адаптированной к задачам теплопроводности формулы обращения Прудникова. С 
использованием разработанного алгоритма исследованы нестационарные темпе-
ратурные поля, возникающие при трении кусочно-однородных полос. 

Ключевые слова: кусочно-однородные полосы, конвективный теплообмен, фрик-
ционное тепловыделение, нестационарные температурные поля, интег-
ральное преобразование Лапласа. 

 
NON-STATIONARY TEMPERATURE FIELDS IN PIECE-WISE HOMOGENEOUS BANDS 
TAKING INTO ACCOUNT THE FRICTIONAL HEAT GENERATION  
 
The approach to the determination of non-stationary temperature fields in piecewise 
homogeneous bands under convective heat exchange with the environment and 
thermogenesis caused by the action of friction forces is presented. The algorithm for 
solving the problem is based on the use of the Laplace integral transformation and its 
inversion using the adapted to heat conduction problems the Prudnikov formula. Using 
the developed algorithm, the non-stationary temperature fields that arise during the 
friction of piecewise homogeneous bands are investigated. 

Key words: piecewise homogeneous bands, convective heat exchange, frictional heat 
generation, non-stationary temperature fields, Laplace integral transform. 
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