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ПРО ТЕОРЕМУ СЛЄШИНСЬКОГО – ПРІНҐСГЕЙМА ДЛЯ ТРИВИМІРНОГО 
УЗАГАЛЬНЕННЯ НЕПЕРЕРВНОГО ДРОБУ 
 

Запропоновано тривимірне узагальнення неперервного дробу. Встановлено 
формулу різниці між наближеннями запропонованого дробу та отримано 
оцінки його залишків. Побудовано мажорантний дріб і досліджено абсолютну 
збіжність такого узагальненого дробу. 

Ключові слова: тривимірний неперервний дріб, наближення, залишки, формула 
різниці, абсолютна збіжність. 

 
 Одним із можливих підходів представлення функції комплексної змін-
ної неперервним дробом є побудова відповідного неперервного дробу [2]. 
Для функції n , 2n ≥ , комплексних змінних також будуються відповідні 
багатовимірні неперервні дроби, дослідження яких вимагають знання їх 
властивостей при 1 2 1nz z z= = = =…  [1, 3, 4, 7]. 

Трикратний степеневий ряд можна розвинути у відповідний тривимір-
ний неперервний дріб [5, 6]: 
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У цій роботі розглянемо числовий тривимірний неперервний дріб 
(ТНД), утворений з відповідного тривимірного неперервного дробу при 

1 2 3 1z z z= = =  і дослідимо його абсолютну збіжність.  
 Введемо означення тривимірного неперервного дробу . 
 Означення 1. Тривимірний неперервний дріб – це вираз вигляду 
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, , 0i j ka ≠ , , ,i j kb  – комплексні числа, , , 0,1,i j k = … . 

Вважатимемо, що (1), (2) мають сенс, якщо при згортанні дробу не 
виникне невизначеність 0 0/ . Перші три доданки дробу (1) є неперервними 
дробами, а наступні три доданки – двовимірними неперервними дробами .  
 Елементи ТНД (1)/(2)  
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називають i -ми частинними ланками ТНД (1)/(2). Сукупність семи i  ла-
нок утворює i -й поверх ТНД (1)/(2). Неперервні дроби, що складають iF , 

, ,k k iΦ , , ,k i kΦ , , ,i k kΦ , називають i -ми гілками ТНД (1)/(2). 

 Означення 2. Скінченний ТНД 
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, , , , , , , ,, , ,i i i i i i i j k i j ka b a b ∈ C , називають n -м наближенням або n -м підхідним 

дробом ТНД (1), а nA , nB  – чисельником і знаменником n -го наближення 

nf  або n -м підхідним чисельником і n -м підхідним знаменником відпо-

відно. 
Для ТНД (2) n -м наближенням називаються скінченний ТНД вигляду 
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Таким чином, кожне наступне наближення утворюється додаванням однієї 
наступної ланки дробу. Неважко зауважити, що  
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також 
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 Введемо залишки ТНД (5). 
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 Означення 3. Скінченні неперервні дроби 
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називають одновимірними залишками ТНД (5).  
 Двовимірні неперервні дроби 
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називають двовимірними залишками скінченного ТНД (5), а тривимірний 
неперервний дріб 
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називають загальним i -м залишком скінченного ТНД (5). 
 Встановимо формулу різниці двох наближень n mf f− , n m> , ТНД (1). 
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= + + + +  

 1, 1, 1, , 1 , 1, 1 1, 1, 1
( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

1, 1, 1, , 1 , 1, 1 1

i i i i i i i i i i i i
s i s i s i s i

i i i i i i i i i i

a a a a

Q Q Q Q

+ + + + + + + + +
− − − − − − − −

+ + + + + + +

+ + + + , 

 0,1, , 2i s= −… . 
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Цей дріб має 1s i− −  поверхів, а в одновимірних і двовимірних залишках 
дроби мають рівно 1s i k− − −  поверхів, 1,2, , 2k s i= − −… . 

Припускаючи, що всі ( 1 ) 0s j
jQ − − ≠ , ,s m n= , отримаємо формулу різниці 

між n -м іm -м наближеннями, n m> : 

 

( 1 ) ( 1 )
, ,1

0

( 1 ) ( 1 )0

0

( 1) ( )
i

i m i n i
i i j j jm

j
n m i

m j n ji
j j

j

F F a

f f

Q Q

− − − −
−

=

− − − −=

=

− −

− = +
∏

∑
∏

 

 
, ,

0

1
( 1 ) ( 1 ) ( 1 )

0

( 1)
m

m
j j j

j

m
n m m j n j

m j j
j

a

Q Q Q

=
−

− − − − − −

=

−

+
∏

∏
. (12) 

 Дійсно, якщо n m> , то маємо 

 0,0,0 0,0,0 0,0,0 ( 1) ( 1)
0 0( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

0 0 0 0

( )m n
n m n m n m

a a a
f f Q Q

Q Q Q Q
− −

− − − −− = − = − =  

 0,0,0 ( 1) ( 1)
0 0( 1) ( 1)

0 0

( )m n
n m

a
F F

Q Q
− −

− −= − −  

 0,0,0 ( 2) ( 2)
1 1( 1) ( 2) ( 1) ( 2)

0 1 0 1

( )n m
n n m m

a
Q Q

Q Q Q Q
− −

− − − −− − . 

Для довільного k n<  встановлюємо співвідношення 

 ( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) ( 1 )m k n k m k n k
k k k kQ Q F F− − − − − − − −− = − −  

 1, 1, 1 ( 2 ) ( 2 )
1 1( 2 ) ( 2 )

1 1

( )k k k m k n k
kn k m k

k k

a
Q Q

Q Q

+ + + − − − −
+− − − −

+ +

− − . (13) 

Послідовно застосовуючи (13) і враховуючи, що 

 , ,(0) ( ) (0) ( )
1 1 1 1 ( 1 )

m m mn m n m
m m m m n m

m

a
Q Q F F

Q
− −

− − − − − −− = − − , 

після m -го кроку отримаємо формулу (12). 
 Використовуючи рекурентні співвідношення для одновимірних (9) і 
двовимірних залишків (10) за аналогічною схемою, отримаємо формулу різ-

ниці для ( ) ( )p q
i iF F− , p q>  [4]. 

 Означення 4. Тривимірний неперервний дріб (1)/(2) є збіжним, якщо 
існує і є скінченною границя послідовності його наближень nf{ } . Величину 

цієї границі назвемо значенням тривимірного неперервного дробу (1)/(2). 
 Означення 5. Тривимірний неперервний дріб (1)/(2) є розбіжним, якщо 
нескінченне число його наближень не має сенсу або не існує єдиної скінчен-
ної границі послідовності його наближень nf{ }  або lim n

n
f

→∞
= ∞{ } . 

 Означення 6. Тривимірний неперервний дріб (1)/(2) є абсолютно 
збіжним, якщо збіжним є ряд, складений з абсолютних величин різниці на-

ближень дробу 1
1

i i
i

f f
∞

+
=

−∑ . 
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 Одним із основних методів дослідження збіжності багатовимірних непе-
рервних дробів з постійними елементами є метод мажорант [1, 4]. 
 Означення 7. Тривимірний неперервний дріб з числовими комплекс-
ними елементами 

 , ,

0
D

i i i

i i

с

F

∞

=
% , (14) 

де 

 , , , , , ,
, ,

, , , , , ,1 1 1
D D D

i j i i i i j i i i i j
i i i i

i j i i i i j i i i i jj j j

c c c
F d

d d d
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+ + +

+ + += = =
= + + + +%  

 , , , , , ,

1 1 1, , , , , ,
D D D

i j i j i i j i i j i i j i j

j j ji j i j i i j i i j i i j i j

c c c∞ ∞ ∞
+ + + + + +

= = =+ + + + + +

+ + +
Φ Φ Φ% % % , 

 , , , ,
, , , ,

, , , ,1 1
D D

k j k i k k j i
k k i k k i

k j k i k k j ij j

c c
d

d d

∞ ∞
+ +

+ += =
Φ = + +% , 

 , , , ,
, , , ,

, , , ,1 1
D D

k j i k k i k j
k i k k i k

k j i k k i k jj j

c c
d

d d

∞ ∞
+ +

+ += =
Φ = + +% , 

 , , , ,
, , , ,

, , , ,1 1
D D

i k j k i k k j
i k k i k k

i k j k i k k jj j

c c
d

d d

∞ ∞
+ +

+ += =
Φ = + +% . 

, , 0i j kc ≠ , , ,i j kd , , , 0,1,i j k = … , – комплексні числа, назвемо мажорантним 

дробом для ТНД (1), якщо існує таке невід’ємне число 0m  і додатна стала 

0,M >  що для всіх цілих 0,m n m≥  виконується  

       m n m n m n m nf f M q q f f M q q− ≤ − − ≥ −( ), 

де nf , nq  – n -ті наближення тривимірних неперервних дробів (1) і (14) 

відповідно. 
 Твердження 1. Якщо мажорантний дріб (14) для ТНД (1) є абсолютно 
збіжним, то ТНД (1) є абсолютно збіжним. 

 Твердження 2. Нехай існують такі додатні числа , , 0i j kg > , , ,i j k =  

0,1,= … , що елементи ТНД (1) задовольняють нерівності 

 1, 1, 1 1, , , 1, , , 1
, ,

1, 1, 1 1, , , 1, , , 1

i i i i i i i i i i i i
i i i

i i i i i i i i i i i i

a a a a
b

g g g g
+ + + + + +

+ + + + + +
≥ + + + +  

 1, 1, 1, , 1 , 1, 1
, ,

1, 1, 1, , 1 , 1, 1

i i i i i i i i i
i i i

i i i i i i i i i

a a a
g

g g g
+ + + + + +

+ + + + + +
+ + + + , (15) 
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, , , ,
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i i j i
i i j i i i j i

i i j i

a
b g
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+ +

+ +
+ +
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, , 1

, , , ,
, , 1

i i i j
i i i j i i i j

i i i j

a
b g

g
+ +

+ +
+ +

≥ + , (16) 
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1, 1, 1, , , 1,

, , , ,
1, 1, 1, , , 1,

i j i j i i j i j i i j i j i
i j i j i i j i j i

i j i j i i j i j i i j i j i
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b g

g g g
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+ + + + + + + + + +
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g g g
+ + + + + + + + + +
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 Тоді ТНД 

 ˆ
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0
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−
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є мажорантним дробом для ТНД (1). 
 Д о в е д е н н я.  Введемо для залишків скінченного ТНД (18), анало-
гічно, як для залишків ТНД (5), позначення 
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 0,1, , 2,    1,2, , 1 ,     1,2,i n k n i n= − = − − =… … … . 

Методом повної математичної індукції неважко перевірити, що 

 ( ) ( )
, ,

ˆ1 1n i n i
i i i i iQ Q g− − − −≥ ≥ , 1, 2, ,1, 0i n n= − − … , (19) 
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 ( ) ( )
, , , , , ,

ˆ1 1n i n i
i k i i i k i i i k i iQ Q g− − − −
+ + +≥ ≥ , 

 ( ) ( )
, , , , , ,

ˆ1 1n i n i
i i k i i i k i i i k iQ Q g− − − −

+ + +≥ ≥ , 

 ( ) ( )
, , , , , ,

ˆ1 1n i n i
i i i k i i i k i i i kQ Q g− − − −
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 1, 2, , 0,  1,2, , 1i n n k n i= − − = − −… … . (21) 

 Доведемо першу із нерівностей (21). Покладемо 1k n i= − − . Тоді мати-
мемо 
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, , , , , , , ,

ˆ1 1
1 1 1 1

n i n i
n i i n i i n i i n i iQ b Q g− − − −

− − − −= ≥ ≥ , 1, 2, ,1, 0i n n= − − … . 

Припустимо, що перша нерівність із (21) виконується для 1k m= +  і дове-
демо її правильність для k m= : 
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Аналогічно доводиться правильність ще двох нерівностей (21). 
 При 1k n i= − −  перша з нерівностей (20) виконується: 
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1 1 1 1 1 1
n i
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Нехай ця нерівність виконується для 1k m= + . Тоді для k m=  будемо мати 
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Дві інші нерівності з цієї групи нерівностей доводяться подібно. 
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 Тепер доведемо нерівність (19). При 1i n= −  маємо 

 ( )
, , , ,

0
1 1 1 1 1 1 1n n n n n n nQ b g− − − − − − −= ≥ . 

Припустимо, що нерівність (19) виконується при 1i k= + . Оскільки 
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то знаходимо 
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 Щоб оцінити зверху різницю ( ) ( )1 1m k n k
k kF F− − − −− , треба використати 

формули різниці для наближень одновимірних і двовимірних залишків [4] і 
оцінки цих залишків: 

 ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ1 1 1 1m k n k m k n k
k k k kF F F F− − − − − − − −− ≤ − . 

 Тепер використаємо формулу різниці (12) для двох підхідних дробів 

n mf f− , n mq q− : 
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. (22) 

Твердження доведено.   
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 Використовуючи твердження 2, отримаємо тривимірний аналог теоре-
ми Слєшинського – Прінґсгейма. 

 Теорема 1. Тривимірний неперервний дріб (1) з комплексними елемен-
тами, які задовольняють умови (15)–(17), є абсолютно збіжним і множи-
на його значень належить кругу 0,0,0 0,0,0/z a g≤ . 

 Д о в е д е н н я.  Згідно з доведеним твердженням 2, ТНД (18) є ма-
жорантним дробом для ТНД (1), елементи якого задовольняють нерівності 
(15)–(17). Оскільки з (22) випливає, що 

 1 1,         1,2,m m m mf f q q m+ +− ≤ − = … , (23) 

то це доводить, що послідовність наближень ТНД (18) mq{ }  є монотонно 

спадною. З (19) маємо  

 0,0,0 0,0,0

( 1)
0,0,00

m m

a a
q

gQ −

− −
= ≥ . 

Отже, границя послідовності mq{ }  існує і є скінченною. 

 Абсолютна збіжність ТНД (1) випливає з (23). Беручи до уваги (19), 
відразу отримуємо, що 

 , , , ,, ,
( ) ( )

, ,ˆ
0 0 0 0 0 00 0 0

1 1
0 0 00 0

n n n

a aa
f

gQ Q− −
≤ ≤ ≤ . 

Теорему доведено.  

 Висновки. Отриманий результат можна використати для доведення 
теорем збіжності багатовимірних узагальнень неперервних дробів.  
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О ТЕОРЕМЕ СЛЕШИНСКОГО – ПРИНГСГЕЙМА ДЛЯ ТРЕХМЕРНОГО 
ОБОБЩЕНИЯ НЕПРЕРЫВНОЙ ДРОБИ 
 
Предложено трехмерное обобщение непрерывной дроби. Установлена формула 
разности между приближениями предложенной дроби и получены оценки ее 
остатков. Построена мажорантная дробь и исследована абсолютная сходимость 
такой обобщенной дроби. 

Ключевые слова: трехмерная непрерывная дробь, приближения, остатки, фор-
мула разности, абсолютная сходимость. 

 
ON THE ŚLESZYŃSKY – PRINGSHEIM THEOREM FOR THREE-DIMENSIONAL 
GENERALIZATION OF CONTINUED FRACTION 
 
A three-dimensional generalization of a continued fraction is proposed. The difference 
formula between the approximants of the proposed fraction is established and estimates 
of its residuals are obtained. A majorant fraction is constructed and the absolute con-
vergence of this generalized fraction is investigated. 

Key words: three-dimensional continued fraction, approximants, residuals, difference 
formula, absolute convergence. 
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