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КОРЕКТНА РОЗВ’ЯЗНІСТЬ ЗАДАЧІ КОШІ ТА ІНТЕГРАЛЬНІ ЗОБРАЖЕННЯ 
РОЗВ’ЯЗКІВ ДЛЯ УЛЬТРАПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ ТИПУ КОЛМОГОРОВА 
З ДВОМА ГРУПАМИ ПРОСТОРОВИХ ЗМІННИХ ВИРОДЖЕННЯ 
 

Для неоднорідного ультрапараболічного рівняння типу Колмогорова з двома 
групами просторових змінних виродження встановлено деякі властивості 
фундаментального розв’язку та породжуваного ним об’ємного потенціалу, а 
також наведено теореми про інтегральні зображення розв’язків і коректну 
розв’язність задачі Коші в класах вагових функцій. 

Ключові слова: ультрапараболічне рівняння типу Колмогорова, фундаменталь-
ний розв’язок задачі Коші, об’ємний потенціал, інтегральні зображення роз-
в’язків, коректна розв’язність задачі Коші.  

 
Вступ. У цій статті досліджуються деякі властивості класичних фунда-

ментальних розв’язків задачі Коші та їх застосування до побудови інтег-
ральних зображень розв’язків і встановлення коректної розв’язності задачі 
Коші для вироджених параболічних рівнянь другого порядку типу рівняння 
дифузії з інерцією А. М. Колмогорова [22]. Таке рівняння і його різноманітні 
узагальнення вивчались багатьма авторами [18]. Причиною цього є 
застосування таких рівнянь при побудові і дослідженні моделей, які вини-
кають у деяких задачах теорії ймовірностей, математичного моделювання 
опціонів, у теорії броунівського руху, теорії конвективної дифузії, теорії 
бінарних електролітів, під час моделювання процесів дифузії з інерцією та 
розсіювання електронів, у віковому наближенні теорії сповільнених 
електронів, у біології, економіці та інших галузях науки [10, 14–21, 23–25]. 

У шістдесятих роках минулого сторіччя С. Д. Ейдельман у працях [11–
13] з теорії параболічних за Петровським систем запропонував підхід, згід-
но з яким еволюція за часом t  розв’язків задачі Коші характеризується 
належністю до сім’ї банахових просторів tU  (при кожному t  до свого про-
стору). Виявилось, що такий підхід дає можливість одержати точні резуль-
тати про коректну розв’язність задачі Коші та зображення розв’язків, 

визначених у відкритому шарі : (0, ] n
T TΠ = × R , через їхні граничні зна-

чення на гіперплощині 0t ={ }  для параболічних рівнянь різної структури. 

У праці [2] С. Д. Івасишен довів, що простір tU  можна означити як простір 

класичних розв’язків u , які є обмеженими за нормою простору tU . Так 

означений простір tU  можна охарактеризувати як множину значень 
оператора Пуассона, ядром якого є фундаментальний розв’язок задачі Коші 
(ФРЗК) Z  для відповідного рівняння. Отже, С. Д. Івасишен поповнив роз-
глянуті С. Д. Ейдельманом сім’ї просторів, поширив результати на ширший 
клас систем і довів у певному сенсі обернене твердження. У подальшому 
підхід Ейдельмана – Івасишена [16, 17] розвивався і багатократно 
реалізовувався С. Д. Івасишеном [3] і його учнями. Застосування цього 
підходу у випадках конкретного рівняння зводиться до побудови ФРЗК Z  і 
встановлення оцінок Z  і його похідних, вибору підходящих просторів Φ  і 
знаходження відповідних просторів tU , (0, ]t T∈ . Реалізація підходу істотно 
залежить від наявності точної інформації про ФРЗК.  

Основним джерелом такої інформації і методом побудови ФРЗК є ме-
тод Леві та його модифікації [18, 21]. Проте застосування цього методу до 
вироджених рівнянь типу Колмогорова із залежними від усіх змінних ко-
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ефіцієнтами істотно ускладнюється. Крім традиційних, виникають серйозні 
труднощі, пов’язані з виродженістю рівняння. Подолати ці труднощі вда-
лося за допомогою поетапного застосування класичного методу Леві. У 
працях [4–8] цей підхід розвивався і застосовувався до ультрапараболічних 
рівнянь типу Колмогорова з різною кількістю груп просторових змінних. 
Класичний ФРЗК (КФРЗК) для рівнянь, коефіцієнти яких не залежать від 
змінних виродження, побудовано в [4], у [5, 6] – для рівнянь з однією гру-
пою просторових змінних виродження, а в працях [7, 8] – для рівнянь з 
двома групами просторових змінних виродження. У цих працях також 
знайдено оцінки функції Z  та оцінки її похідних. 

В статті [9] реалізовано підхід Ейдельмана – Івасишена для однорід-
ного ультрапараболічного рівняння типу Колмогорова. Пропонована стаття 
є продовженням розпочатих раніше досліджень ультрапараболічних 
рівнянь типу Колмогорова з двома групами змінних виродження в напрям-
ку отримання додаткових властивостей КФРЗК і їх застосування до вста-
новлення теорем про інтегральні зображення розв’язків, а також коректну 
розв’язність задачі Коші для відповідного неоднорідного рівняння. 

1. Позначення, припущення і допоміжні відомості. Нехай n , 1n , 2n  і 

3n  – задані натуральні числа такі, що 1 2 3 1n n n≥ ≥ ≥  і 1 2 3n n n n= + + ; 

: 1, ,j j= …N { } , : 0j j= ∪Z N { } , j ∈ N , 1/2jm j= − , 3j ∈ N . Будемо вважати, 

що просторова змінна nx ∈ R  складається з трьох груп змінних 

1 2 3: ( , , )x x x x= , де компоненти 1: ( , , ) j

j

n
j j jnx x x= ∈… R , 3j ∈ N . Відповідно 

до цього мультиіндекс nk +∈ Z  записуватимемо у вигляді 1 2 3: ( , , )k k k k= , де 

1: ( , , ) j

j

n
j j jnk k k += ∈… Z , 3j ∈ N . Будемо використовувати позначення 

1 1 2 2 3 3:M m n m n m n= + + ; 1 1 2 2 3 3:kM m k m k m k= + + , nk +∈Z , де 

1:
jj j jnk k k= + +… . Для кожного додатного 0T >  замикання множини 

: (0, ] n
T TΠ = × R  позначимо через TΠ . 
Крім наведених вище, користуватимемось ще такими позначеннями:  

 
( )

3    ( , , ) : ( , , ) ( , , ),  ( , , ) : ( , , ),
s

s

s

zz z
x xxf x f x f z f x f x s∆ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ∆ ⋅ ⋅ = ∆ ⋅ ⋅ ∈ N , 

 (0) (1) (2) (3)
1 2 3 1 2 3 1 2 3: ,   : ( , , ),   : ( , , ),   : ( , , )z x z z x x z x z x z x x z= = = = , 

 (1) (2)
1 2 3 1 2 3: ( , , ),        : ( , , )x x z z x x x z= = , 

 1 2 3( ) : ( ), ( ), ( )X t X t X t X t= ( ) , 

 ˆ: : : 1 2
1 1 2 2 1 3 3 2 1   ( ) ,  ( ) ,    ( ) 2 ,      X t x X t x tx X t x tx t x t−′ ′= = + = + + ∈ R , 

 ˆ : : :
2 3 31 11 1 1 11 1 2 21 2( , , ),     ( , , ),     ( , , )n n nx x x x x x x x x′ ′= = =… … … , 

 1 2
1 2 3 1 2 3( ) : , ( ), ( ) ( ) : , , ( )t X t X t t X tΞ = ξ Ξ = ξ ξ( ), ( ) , 

 
3 21 2

1

( , , ) : ( ) ,      0,      ,j n
j j

j

t x t X t t x−

=

ρ ξ = − ξ > ξ ⊂∑ R{ } , 

 c ( , , ) : exp ( , , ) ,        0,      , nE t x c t x t xξ = − ρ ξ > ξ ⊂ R{ } { } . 

Розглянемо рівняння 

 
1

( , ) : ( , , ) ( , ) ( , ),     ( , )x TLu t x S A t x u t x f t x t x= − ∂ = ∈ Π( ) , (1) 

в якому 
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2 3

2 31 2
1 1

:
j j

n n

t j x j x
j j

S x x
= =

= ∂ − ∂ − ∂∑ ∑ , 

 
1 1

1 1 1 1 0
, 1 1

( , , ) : ( , ) ( , ) ( , )
j j

n n

x j x x j x
j j

A t x a t x a t x a t x
= =

∂ = ∂ ∂ + ∂ +∑ ∑ll
l

, 

де f  – задана, а u  – невідома функції. 

Будемо припускати, що коефіцієнти ja l , ja  і 0a  рівняння (1) є комп-

лекснозначними функціями в TΠ , які задовольняють такі умови: 

(i) ja l , ja , 0a  є обмеженими й неперервними за t  та існує така стала 

0δ > , що для довільних ( , ) Tt x ∈ Π  і 1
11 11 1: ( , , ) n

nσ = σ σ ∈… R  

справджується нерівність 

 
1

2
1 1 1

, 1

Re ( , )
n

j j
j

a t x
=

σ σ ≥ δ σΣ l l
l

; 

 (ii) ja l , ja , 0a  є гельдеровими за просторовими змінними в такому сенсі: 

 (1)
1 10,    (0,1)   ( , ), ( , ) TH t x t z∃ > ∃ α ∈ ∀ ⊂ Π{ } : 

 1 1
1 1 1 1( , )z

x a t x H x z α∆ ≤ − , (2) 

 (2)
2 20,   (1 3, 2 3     ( , ), ( , ) ,  0,TH t x t z h T∃ > ∃ α ∈ ∀ ⊂ Π ∀ ∈{ }/ / ] [ ] : 

 2 2 2 2
2 2 2 2( , ) ( )z m

x a t x H h X h zα α∆ ≤ + −( ) , (3) 

 (3)
3 30,   (3 5, 2 3     ( , ), ( , ) ,  0,TH t x t z h T∃ > ∃ α ∈ ∀ ⊂ Π ∀ ∈{ }/ / ] [ ] : 

 3 3 3 3
3 3 3 3( , ) ( )z m

x a t x H h X h zα α∆ ≤ + −( ) , (4) 

 ( ) ( )
4 30,    ( , ), ( , ), ( , ) ,  | 2,3r s

TH t x t t z r r s∃ > ∀ ξ ⊂ Π ∈ < ∈N{ } { { }} , 

 [0, ]h T∀ ∈ : 

 4( , ) ( )r s r s s s
r s

z m
r r s sx x a t x H x h X h zξ α α α∆ ∆ ≤ − ξ + −( ) , (5) 

де a  – будь-який з коефіцієнтів ja l , ja  і 0a . В умові (5) сталі 1,α  

2α  і 3α  такі, як у відповідних умовах (2)–(4); 

(iii) коефіцієнти ja l , ja , 0a  виразу 
1

( , , )xA t x ∂  мають обмежені похідні 

того самого вигляду, при яких вони стоять. Похідні від цих коефі-
цієнтів в шарі TΠ  задовольняють умову (ii). 

Зауважимо, що при 0h =  з умов (3), (4) випливають звичайні умови 
Гельдера за змінними 2x  і 3x . Достатні умови виконання (3), (4) подані 
відповідно в працях [5] і [7].  

КФРЗК для рівняння (1) – це така функція ( , ; , ), 0Z t x t Tτ ξ ≤ τ < ≤ , 

яка має за змінними t  і x  всі похідні, що входять у рівняння (1), і для 
будь-якого [0, )Tτ ∈  і довільних неперервних та обмежених функцій 

: nϕ →R C  вираз  
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 ( , ) : ( , ;0, ) ( )
n

u t x Z t x d= ξ ϕ ξ ξ∫
R

, (6) 

або 

 ( , ) : ( , ;0, ) ( )
n

u t x Z t x d= ξ µ ξ∫
R

 (7) 

(у випадку узагальненої міри) визначає в шарі ( , ] nTτ × R  розв’язок одно-
рідного рівняння (1) за початкової умови 

 ( , ) ( ),           n
tu t x x x=τ = ϕ ∈ R . (8) 

При цьому функція (6) задовольняє умову (8) у такому сенсі: 

 lim ( , ) ( ),           n

t
u t x x x

→τ
= ϕ ∈ R . (9) 

Зауважимо, що прямування до границі ( )xϕ  в (9) рівномірне на кожно-

му компакті простору nR . Функція (7) задовольняє умову (8) у слабкому 
сенсі. 

2. Допоміжні відомості. Як доведено в [7, 8], за умов (i)–(ii) для 
рівняння (3) існує КФРЗК Z , для якого справджуються оцінки 

 ( , ; , ) ( ) ( , , )kM Mk
x cZ t x C t E t x− −∂ τ ξ ≤ − τ − τ ξ , (10) 

 1( , ; , ) ( ) ( , , )M
cSZ t x C t E t x− −τ ξ ≤ − τ − τ ξ , (11) 

 (1 )
3( , ; , ) ( ) ,    \ 0 ,   s s s s

s
n

k m n
sx Z t x d C t k s− −α

+∂ τ ξ ξ ≤ − τ ∈ ∈∫
R

Z N{ } , (12) 

 (1 )( , ; , ) ( )s s s
s

n

k m m
x x Z t x d C x tαξ − −α − α∆ ∂ τ ξ ξ ≤ − ξ − τ∫ ll l l

l l l
R

, 

 3\ 0 ,   ,sn
sk s+∈ ∈Z N{ } { }l , (13) 

 1 1

2 3

(1 ) 1
1 1( , ; , ) ( ) ( , )s s s

s
n n

k m n m
cx Z t x d C t E t x

+

− − −α∂ τ ξ ξ ≤ − τ − τ − ξ∫
R

, 

 \ 0 ,   2,3sn
sk s+∈ ∈Z { } { } , (14) 

 
2 3

(1 )( , ; , ) ( )s s s
s

n n

k m m
x x Z t x d C x t

+

αξ − −α − α∆ ∂ τ ξ ξ ≤ − ξ − τ ×∫ ll l l
l l l

R
 

 1
1 1 3( , ),       \ 0 ,   ,sn

c sE t x k s+× − τ − ξ ∈ ∈Z N{ } { }l , (15) 

 3 1 1 2 2 3 3
3

3

(1 ) 1
1 1( , ; , ) ( ) ( , )

n

k m n m n m
cx Z t x d C t E t x− − − −α∂ τ ξ ξ ≤ − τ − τ − ξ ×∫

R
 

 32
2 2 3 3( , ( ) ),    \ 0 ,    1n

cE t X t k k+× − τ − τ − ξ ∈ =Z { } , (16) 

 
2 3

(1 )( , ; , ) ( )s s s
s

n n

k m m
x x Z t x d C x t

+

αξ − −α − α∆ ∂ τ ξ ξ ≤ − ξ − τ ×∫ ll l l
l l l

R
 

 1 2
1 1 2 2( , ) ( , ( ) )c cE t x E t X t× − τ − ξ − τ − τ − ξ , 

 3
3 3\ 0 ,    1nk k+∈ =Z { } , (17) 

де 0 t T≤ τ < ≤ , , nx ξ ⊂ R{ } , 1 2 3: ( , , ) nk k k k += ∈ Z , 1 1 2 3 1m k k k+ + ≤ , C  

– додатна стала. 
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Зауважимо, що умови (4)–(6) для показників Гельдера виконуються, 
якщо покласти 3 1(3 )/5α = + α , 2 1(1 )/3α = + α , 1α = α , (0,1]α ∈ . У цьому 
випадку за допомогою відповідно модифікованої методики з праці [6] на ви-
падок двох груп просторових змінних виродження, отримуються ще такі 
оцінки: 

 1( , ; , ) ( ( ; )) ( ) ( , , )kM M mk
x x cZ t x C d x t E t x− − − αξ α∆ ∂ τ ξ ≤ ξ − τ − τ ξ , (18) 

 11( , ; , ) ( ( ; )) ( ) ( , , )M m
x cSZ t x C d x t E t x− − − αξ α∆ τ ξ ≤ ξ − τ − τ ξ , (19) 

де 0 t T≤ τ < ≤ , 1 2 3: ( , , ) nk k k k += ∈ Z , 1 1 2 3 1m k k k+ + ≤ , C  – додатна 

стала, а 
3

1/(2 1)

1

( ; ) :d x x −

=

ξ = − ξ∑ l
l l

l
 – параболічна відстань між точками x  і 

ξ , , nx ξ ⊂ R{ } . 
Наведемо властивості об’ємного потенціалу  

 
0

( , ) : ( , ; , ) ( , ) ,       ,
n

t
nu t x d Z t x f d x= τ τ ξ τ ξ ξ ξ ⊂∫ ∫

R
R{ } , (20) 

породженого ФРЗК Z  для рівняння (3).  
Будемо використовувати норми і простори з праці [9]. Для функції 

: Tf Π → C  приймемо такі умови: 

( 0f ): функція f  є неперервною і локально гельдеровою за просторовими 

змінними 1x , 2x  і 3x  з відповідними показниками 1α , 2α  і 3α  

рівномірно стосовно t  і для довільного (0, ]t T∈  є скінченними ве-
личини 

 ( , )
0( , ) : sup ( , ) exp ( , ),

n

t

x

f t f t x t x
∈

⋅ = −k a k a[ ]
R

{ }( ) , 

 ( , )
0 0

0

( ) : ( , )
t

F t f dτ= τ ⋅ τ∫ k a ; 

( pf ): функція f  є неперервною і локально гельдеровою за просторовими 

змінними 1x , 2x  і 3x  з відповідними показниками 1α , 2α  і 3α  

рівномірно стосовно t  і для довільного (0, ]t T∈  є скінченними ве-
личини 

( , )( , ) t
pf t ⋅ k a , 

( , )

0

( ) : ( , ) ,        [1, ]
t

p pF t f d pτ= τ ⋅ τ ∈ ∞∫ k a . 

Лема 1. Якщо функція f  задовольняє умови ( 0f ), або ( pf ), то функ-

ція (20) має неперервні похідні k
xu∂ , 1 1 2 3 1m k k k+ + ≤ , Su , для яких 

справджуються формули 

 1 1

1 1 1
0

( , ) ( , ; , ) ( , ) ,        1
n

t
k k
x xu t x d Z t x f d k∂ = τ ∂ τ ξ τ ξ ξ =∫ ∫

R
, 

 1

1
1 2 3

2 3
0

( , ) ( , ; , )
n n n

t
kk

x xu t x d Z t x d d
+

 
∂ = τ ∂ τ ξ ξ ξ × 

 
∫ ∫ ∫

R R
 

 1
( ) 1

1( )
( , ( ))X t

t
f t d−τ

Ξ −τ
× ∆ τ Ξ − τ ξ +  
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1 2 3

3
0

( , ; , )
n n n

t
k
xd Z t x d

+

 
+ τ ∂ τ ξ ξ × 

 
∫ ∫ ∫

R R
 

 
1

2
( ) 2

1 2( )
( , ( ))t

t
f t d dΞ −τ

Ξ −τ
× ∆ τ Ξ − τ ξ ξ +  

 
2 ( )

3
0

( , ; , ) ( , )
n

t
k t
xd Z t x d f dΞ −τ

ξ+ τ ∂ τ ξ ξ ∆ τ ξ ξ +∫ ∫
R

 

 1

1
0

( , ; , ) ( , ( ))
n

t
k
x Z t x d f X t d

 
+ ∂ τ ξ ξ τ − τ τ 

 
∫ ∫

R
, 

 1 1 2 3 1m k k k+ + = , 

 ( )

0

( , ) ( , ; , ) ( , )
n

t
X tSu t x d SZ t x f d−τ
ξ= τ τ ξ ∆ τ ξ ξ +∫ ∫

R
 

 
0

( , ; , ) ( , ( )) ,      ( , )
n

t

TSZ t x d f X t d t x
 

+ τ ξ ξ τ − τ τ ∈ Π 
 

∫ ∫
R

. 

Д о в е д е н н я  леми проводиться за допомогою оцінок ФРЗК (10)–
(17) і методики, яка використовувалась в [6–8].   

Лема 2. Нехай для функції f  виконується умова ( 0f ). Тоді функція 

(20) є розв’язком рівняння (1), для якого справджується оцінка 

 ( , )
00( , ) ( ),       (0, ]tu t СF t t T⋅ ≤ ∈k a , (21) 

і для довільної компактної множини n⊂K R  

 
0

( , ) 0,       
t

u t x x
→
→ ∈ K . (22) 

 Д о в е д е н н я.  Те, що функція (20) є розв’язком рівняння (1) ви-
пливає з леми 1 і з того, що Z  є розв’язком відповідного однорідного рів-
няння.  

Зауважимо, що для довільних 0t > , nx ∈ ¡  і 0δ >  справджується 
рівність 

 exp ( , , )
n

Mt t x d C− − δρ ξ ξ =∫
R

{ } . (23) 

На підставі оцінок (12) та (13), (14) з [6] і рівності (23) маємо 

 0
0

( , ) ( ) exp ( ) ( , , )
n

t
Mu t x C d t c c t x−≤ τ − τ − − ρ − τ ξ ×∫ ∫

R
{ }  

 0exp ( , , ) ( , ),c t x t× − ρ − τ ξ + ξ ×k a{ }[ ]  

 ( , ) exp ( , ),f t d× τ ξ − ξ ξ ≤k a{ }( )[ ]  

 0exp ( , ), ( ) ( ) ,       ( , ) TC t X t F t d t x≤ ξ ∈ Πk a{ }[ ] . 

Звідси випливає оцінка (21). 
 Співвідношення (22) є наслідком того, що 0

0
( ) 0

t
F t

→
→ , і нерівності 

 0 0 0
( , ) (0, ]

sup ( , ) sup exp ( , ), ( ) ( ) ( )
x t x T

u t x C t X t F t CC F t
∈ ∈ ×

≤ ≤k a
K K

{ }[ ] , 

 0 : sup exp ( ),
x

C T x
∈

=
K

{ }[ ]l .  
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Лема 3. Якщо функція f  задовольняє умову ( 2f ), то функція (20) є 
розв’язком рівняння (1), для якого справджується оцінка 

 ( , )( , ) ( ),        (0, ]t
ppu t СF t t T⋅ ≤ ∈k a , (24) 

і рівність  

 ( )

0
lim ( , ) 0T

pt
u t

→
⋅ =l . (25) 

 Д о в е д е н н я.  Те, що функція (20) є розв’язком рівняння (1) 
обґрунтовується так само, як в лемі 2. Для доведення леми досить довести 
оцінку (24), оскільки з цієї нерівності, а також нерівності (15) з [6] і з того, 
що 0

0
( ) 0

t
F t

→
→ , випливає (25).  

Зауважимо, що справджується нерівність  

 ( , ) ( , )

0

( , ) ( , , ) ,        (0, ]
t

t t
p pu t P t d t T⋅ ≤ τ ⋅ τ ∈∫k a k a , (26) 

де 

 ( , , ) : ( , ; , ) ( , )
n

P t x Z t x f dτ = τ ξ τ ξ ξ∫
R

. 

Для 1p =  або p = ∞  нерівність (26) є очевидною, а для (1, )p ∈ ∞  нерівність 
(26) справджується на підставі нерівності Мінковського. За допомогою оці-
нок (10) і нерівностей (13), (14) з праці [9] доводиться оцінка 

 ( , ) ( , )( , , ) ( , ) ,        0t
p pP t С f t Tττ ⋅ ≤ τ ⋅ ≤ τ < ≤k a k a . 

Звідси та з нерівності (26) випливає оцінка (24).  

3. Основні результати. Теореми, які наведені у цьому пункті, є анало-
гами теорем 2 і 3 з [9] для випадку неоднорідного рівняння. 

Теорема 1. Нехай для коефіцієнтів рівняння (3) виконуються умови 
(i)–(iii). Тоді правильними є такі твердження: 

1°) для довільних функції pLϕ ∈ a  і функції f , яка задовольняє умову 

( pf ), [1, ]p ∈ ∞ , формулою 

 ( , ) ( , ; 0, ) ( )
n

u t x Z t x d= ξ ϕ ξ ξ +∫
R

 

 
0

( , ; , ) ( , ) ,          ( , )
n

t

Td Z t x f d t x+ τ τ ξ τ ξ ξ ∈ Π∫ ∫
R

, (27) 

визначається єдиний розв’язок рівняння (3), для якого справджу-
ються оцінки 

 ( , )( , ) ( ) ,           (0, ]t
pp pu t С F t t T⋅ ≤ ϕ + ∈k a a( ) , 

і співвідношення 

 ( )lim ( , ) ( ) 0t
pt

u t
→∞

⋅ − ϕ ⋅ =l  

при [1, )p ∈ ∞ , а при p = ∞  розв’язок 
0

( , )
t

u t
→

⋅ → ϕ  у слабкому сенсі, 

тобто для будь-яких функцій : nψ →R C  з простору ( )
1

TL−l  вико-
нується 

 
0

lim ( ) ( , ) ( ) ( )
n nt

x u t x dx x x dx
→

ψ = ψ ϕ∫ ∫
R R

; 
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2°) для довільних узагальненої міри Mµ ∈ a  і функції f , яка задовольняє 

умову ( 1f ), формулою 

 ( , ) ( , ;0, ) ( )
n

u t x Z t x d= ξ µ ξ +∫
R

 

 
0

( , ; , ) ( , ) ,           ( , )
n

t

Td Z t x f d t x+ τ τ ξ τ ξ ξ ∈ Π∫ ∫
R

, (28) 

визначається єдиний розв’язок рівняння (3), для якого справджу-
ються оцінки 

 ( , )
11( , ) ( ) ,         (0, ]tu t С F t t T⋅ ≤ µ + ∈k a a( ) , 

і 
0

( , )
t

u t
→

⋅ → µ  у слабкому сенсі, тобто для будь-яких функцій 

: nψ →R C  з простору ( )
0

TC−l  виконується 

 
0

lim ( ) ( , ) ( ) ( )
n nt

x u t x dx x d x
→

ψ = ψ µ∫ ∫
R R

. 

Теорема 2. Нехай для коефіцієнтів рівняння (3) виконуються умови 
(i)–(iii), для його правої частини f  – умова ( pf ), а для розв’язку u , 

визначеного в шарі TΠ , виконується нерівність 

 ( , )( , ) ,           (0, ]t
pu t С t T⋅ ≤ ∈k a , 

з деякими сталими 0C >  і [1, ]p ∈ ∞ . Тоді при (1, ]p ∈ ∞  існує єдина 

функція pLϕ ∈ a , а при 1p =  – єдина узагальнена міра Mµ ∈ a  такі, що 

розв’язок u  зображується у вигляді (27) і (28) відповідно. 

Д о в е д е н н я  теорем 1 і 2 із урахуванням леми 3 зводяться до 
фактичного повторення доведень теорем 2 і 3 з [9]. 

Зауваження. Теореми 1 і 2 мають такі самі наслідки, як наслідки з 
теорем 2 і 3 з праці [9], і є реалізацією вищеописаного підходу Ейдельма-
на – Івасишена до класу неоднорідних ультрапараболічних рівнянь типу 
Колмогорова з двома групами просторових змінних виродження і коефіці-
єнтами, залежними від усіх змінних.  

Наведемо ще теорему про коректну розв’язність задачі Коші для рів-

няння (1) за припущення, що початкова функція належить до простору 0С
a  

неперервних функцій : nϕ →R C , які мають скінченну норму 

 0 : sup ( ) exp [ , ]
nx

С x x
∈

ϕ = ≤ ϕ −a a
R

{ }( ) . 

Теорема 3. Якщо виконуються умови (i)–(iii) для коефіцієнтів рів-

няння (3), умова ( 0f ) для функції f  і 0Сϕ ∈ a , то формулою (27) визнача-

ється єдиний розв’язок рівняння (1), для якого справджується оцінка 

 ( , )
00 0( , ) ( ) ,         (0, ]tu t С F t t T⋅ ≤ ϕ + ∈k a a( ) , 

і для довільної компактної множини n⊂K R  виконується співвідношення 

 
0

( , ) ( ),          
t

u t x x x
→
→ ϕ ∈ K . 

 Д о в е д е н н я  цієї теореми аналогічне до доведення теореми 2 з 
праці [9]. 
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Висновки. Для неоднорідного ультрапараболічного рівняння типу 
Колмогорова з двома групами просторових змінних виродження встановле-
но деякі властивості об’ємного потенціалу, який породжується класичним 
фундаментальним розв’язком задачі Коші, а також наведено теореми про 
інтегральні зображення розв’язків і коректну розв’язність задачі Коші в 
класах вагових, експоненціально зростаючих при x → ∞  функцій. Пред-
ставлені тут результати будуть використовуватись для встановлення 
відповідних тверджень для загальніших рівнянь. 
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КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ КОШИ И ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
РЕШЕНИЙ ДЛЯ УЛЬТРАПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ТИПА КОЛМОГОРОВА 
С ДВУМЯ ГРУППАМИ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ПЕРЕМЕННЫХ ВЫРОЖДЕНИЯ 
 
Для неоднородного ультрапараболического уравнения типа Колмогорова с двумя 
группами пространственных переменных вырождения установлены некоторые 
свойства фундаментального решения и порождаемого ним объëмного потенциала, 
а также приведены теоремы об интегральных представлениях решений и 
корректной разрешимости задачи Коши в классах весовых функций.  

Ключевые слова: ультрапараболическое уравнение типа Колмогорова, фундамен-
тальное решение задачи Коши, объëмный потенциал, интегральные пред-
ставления решений, корректная разрешимость задачи Коши.  

 
CORRECT SOLVABILITY OF THE CAUCHY PROBLEM AND INTEGRAL REPRESENTATIONS 
OF SOLUTIONS FOR ULTRAPARABOLIC KOLMOGOROV-TYPE EQUATIONS WITH TWO 
GROUPS OF SPATIAL VARIABLES OF DEGENERATION  
 
Some properties of the classical fundamental solution of the Cauchy problem for 
nonhomogeneous ultraparabolic Kolmogorov-type equation with two groups of spatial 
variables of degeneration and generated by it the volume potential are established. 
Theorems on integral representations of solutions and correct solvability of the Cauchy 
problem are presented. These results are obtained in appropriate classes of weight 
functions. 

Key words: ultraparabolic equations of the Kolmogorov type, fundamental solution of 
the Cauchy problem, volume potential, integral representations of solutions, correct 
solvability of the Cauchy problem. 
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