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для параметров оболочки: R = 0,03 м, h = 0,0015 м, ао = 0,5, а\ = 0,55,
f" 1 = 0,01, ~ = О, ~ = 0,1, ~ = 0,2 (значение ~ для кривых 1-3 соответ

ственно). Как следует из рис. 2, экстремальное значение функции Т 1 (а.,

~)/qo достигается при а = О, ~ = О. При этом с увеличением коли чества

разрезов значение Т 1 (а, ~)Iqo уменьшается.
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ВТОРИЧНОЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ

5ЕСКОНЕЧНО ДЛИННОГО ЦИЛИНДРА

В СЛОИСТОй СРЕДЕ

Определение аномального электромагнитного поля (ЭМП) бесконечного

цилиндра, возбуждаемого дипольным источником, является необходимым

условием для разработки принципов построения активных электромаг

нитных систем обнаружения трасс и контроля глубин з алегания инже

нернь:х коммуникаций (ИК) и протяженных включений [1]. Известное

[5] решение задачи возбуждения бесконечного цилиндра дипольным ис

точником в безграничной среде является достаточным для обоснования

приниилов построения систем поиска подземных И'К При обнаружении

подводных ИК диполь и цилиндр расположены в высокопроводящей среде

(вода), электродинамические параметры которой резко отличаются от

электродинамических параметров воздуха и дна. Поэтому является акту

альным исследование вторичного ЭМП бесконечно длинного цилиндра,

возбуждаемого произвольно ориентированным электрическим диполем

в трехслойной среде (рис. 1). На рис . J обозначено : х = l и х = -h
плоские бесконечные границы раздела сред; а - радиус цилиндра; в точку

М (ха , Уа, 20) помещен произвольно ориентированный электрический ди

поль . Используя метод Ерофеенко [2], указанную задачу можно свести

к решению бесконечной системы линейных алгебраических уравнений.
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Целью настоящей работы является исследование полученной бесконечной

с истемы уравнений.

Рассматриваемую задачу сформулируем в виде краевой задачи . тре-

буется оп ределить векторы Е' (М) и Н' (М) (М Е о, i = ~), удовлет
воряющие уравнениям

гоtгоt;-k~;=О, div c-= O (C= E i, Hi), (1 )

граничным условиям

- 1 -о ....... 2
Е , = Е, + Е"

- 3 -> 0 - 2
Е:=Е, +Е"

- 4 -о ~2

Е: = Е, + Е"

(2)

(3)

(4)

и принципу предельного поглощения на бесконечности. Здесь ЕО, НО
векторы первичного ЭМП в однородной и бесконечной средах.

z
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Рис. 2.
Для представления искомых векторов ЭМП используем два неза

висимых векто р ны х решения урав нений (1) соответственно типу границ

раздела с ред '

а ) в п р я ~оуго~ь ной с истеме координат

~ -....... 1 .......
iV!, = ro t [ ех р (7jX + j~y + j)-z)e ,), N, = Т rotM"

где }" ~ - произвольные постоянные па раметры ;

V 2 2 2" 1t -\} = л + ~ - k ; -i < arg \} -< 2 ; е, -орт ;

б) в цилиндри ческой си стеме координат

....... - - I .......
т" = rot 12" (p ~ ) ехр иn'? + jлz) ез ], п.; = т rot т" ,

(5)

(6)

где 2" ( p ~) = 1\ " ( p ~) или 1" ( p ~ ); К" и 1" - бесселевые функции мнимого

а р гумента 1-го и 2-го родов; л - произвольный п ар аметр ; ~ = Vл2 - k 2;

; < arg ~ -< ;. Если в формулах (6) 2" ( p ~) = К; ( p ~), то решени я в ци-

- -
линдрнческой системе координат будем обозначать через т" и пн.

Допустим, что электри ческий диполь с моментом Р расположен в
безграничной среде и центр системы Oxyz совпадает с диполем (рис . 2).
Тогда , используя рекуррентные формулы для функций Кn (p ~), легко
показать, что

(7)
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где

jл sinВо. jk sin Во .
А_ 1 = -2-~- ехр (n); В_ 1 = - 2~ ехр иеро);

А О = cos 00; Во = О;

jл sin 00 . jk ~ i n 00 .
А+ ! = ~ехр (-1'r0); В+ 1 = -2; ехр (-по).

Учитывая инвариантность дифференциальных операторов grad, div
и rot относительно преобразования системы координат и используя тео

рему сложения для бесселевых функций [3] с учетом выражения (7),
несложно получить выражение для вектора БО, если начало выбранной
системы координат не совпадает с диполем.

Искомые вектора Е ' представим в виде:

в области D 1 -

в области D 2 -

(9)
где

-+

+/з()" ~)Мl(-\)2)+'f3(Л, ~ ) N I (-\) 2) } d~dл ;

Е" = ) : С);., [a~i) (л);n + b~l) (л) ~n]} dл;
в области Dз-

~ +~ + :>,) ---+ ----+-

ЕЗ = S S {f4 (л, ~) м 1 (\)з) + <Р4 (л, ~) N 1 ('lJз)} d~dл; (10)

в области D4 -

-+. +s"" {~ (2) ->- (2) -}
Е = _= n~-., [аn (Л)mn + Ьn (л)nn] dЛ. (11)

Здесь / .. (л, ~), 'fi (л,~) (i = П), a~) (л), b~) (л) (j = 1, 2) - неизвестные
функции.

--+- -+ -+

Выражения вектора Н'" получаются из (8) - (11) заменой М 1 ++ N 1,

-)о --+.~ k{
mn +'> nn, т ++п.; и умножением на - .- (f!-i - магнитная проницаемость

!UJ fLi
среды D i ; lIJ - круговая частота).

В представленном виде задача определения векторов Бi и Н; сведе
на к задаче нахождения неизвестных функций / .. (л, ~), Cf>i (л, ~). a~i) (л),

b~i) (л), которые оп ределяются из граничных условий (2) - (4).
Удовлетворим граничные условия на границах х = l и х = -h. Для

--+ -+ --+
этого разложим выражения ЕО и Е" по декартовым решениям М 1(-"{I2)

-+ -+

и Н! (-\)2), используя интегральное представление векторов /11. n И nn [4].
Подставляя полученные выражения в граничные условия ' (2) и (3),

произведя очевидные преобразования и опуская интеграл по ~ и л, в силу

единственности интегрального преобразования Фурье получим следующие

выражения неизвестных функций /2 (л, ~), /з (л, ~), 'Р2 (л, ~) И 'fз (л, р):

/2 (л, р) = [и2 (л, ~) А (л, ~) + и2 (л, ~) В (л, ~)] ехр (-21'l,)2) +



+ [Р6 (л, ~) {о (л, ~) + Ф6 (л, ~) <ро (л, ~)] ехр [(Ха - 2[) \}2],

fз (л, ~) = [из (л, ~) А (л, ~) + и2 (л, ~) в (л, ~)] ехр [-2h\}2) +
+ [Fg (л, ~) {о (л, ~) + фg (л, ~) <ро (л, ~)] ехр [- (Хо + 2h) \}2], (12)

- -
<р2 (1., ~) = [и2 (л, ~) А (л, ~) + И2 (л, ~) в (л, ~)] ехр (-21\} 2) +
+ [Р6 (л, ~) fo (л, ~) + Ф6 (л, ~) <ро (л, ~)] ехр [(хо - 21) \}2J,

- -
<рз (л, ~) = [Vз (л, ~) А (л, ~) + ИЗ (л, ~) в (л, ~)] ех р (-21\}2) +
+ [pg (л, ~) {о (1" ~) + фg (л, ~) <ро (л, ~)] ехр [-(хо + 2h) \}21.

Здесь

И 2 (л, ~) = ~ [аЗI (~;;t.-;-2exp (-2hYj2) - ~~~i2)];

и2 (л, ~ ) = --JJ [131 (ti;;~; ехр (-2h\}2) + t.;;~i2)];

uз (л, ~) = --JJ [аЗI (~З;t.t - ~~~;-2exp (-2[\12»)];

VЗ (л, ~) = --ь- [ IЗI (~зt6-;; + ~~26;-2 ехр (-2[\12»)];

Р6 (л, ~) = ~ [аЗI (63"26 i2 ехр [-2 (хо + h) \12] - 61213'2)];

Ф6 (1" ~) = ~ [131 (632~12 ехр [-2 (Ха + h) \l2J + 6i26зt)];

Fg(1., ~ ) = ~ [аЗl (~t632 - 612632 ехр [(Хо - 21) \}2])];

Ф6()., (3 ) = ~[IЗl(6t132-~12~32ехр[(хо-21)\}2])];

+""
{ А (1" [3 )} = _1 ~ (~ + 1)2) )n {a~l) щ}.
В (),,?) 2r' 2 ""-J ~2 b~l) (л) ,

f'I= - oXI

(13)

D = tiзt1i2-1З26i2ехр [-2(h + [) \12].

Выражения для ~i (л, ~), ; i (л, ~), p~ (л, ~) и ф~ ()" ~) получаются из

соответствующих выражений (13) заменой в последних 1~ на t.т;.
далее рассмотрим граничные условия на поверхности цилиндра.-Разложив Е' по векторам (6) с помощью соотношений, приведеиных в 14J,

подставив полученные выражения в граничные условия (4), опуская ин

теграл по л в силу единственности интегрального преобразования Фурье

и приравнивая коэффициенты при ехр (jn<p) в силу единственности разло

жения в ряд Фурье , получим систему уравнений

1 ( (1 ) [- \ ьо)] 1 [-1 ( О ( ' ]аn л) = хn (л) аn Щ + n (л + Уn (л) Ь N л) + а; л) ,

b~ Щ = x~21 (л) [a~ (л) + b~ щ] + y~ (л) [E~ (л) + a~ щl, (14)

где
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x~2) (л) = (AnB~ - BnA~) /~; y~2) (л) = (C~An - ВnВ,;) / tl;

~ = АnСn- B~;

_' 11-4Ф~ (a~4) с.
А n = ~2Kn (a~2) - 11-2~4' n (a~2) Кn (at;2),

В; = ~(l-~)K (аН'ak2 ~~ n _,

k;11-2~~I~ (аЕ4 )
СП = ~2Kn (а;2) - 2 Кn (аЫ; (15)

k211-4~41 n (аЕ 4)

1 11-4~~1~ (a~4) ,
Аn = ~'(") I n (а;2) - ~21 п (a~2);

11-2 4 n Щ4

з; = :k
A
2

( :: - 1) 1п (аЫ;
2 2'\ k411-2~21n (a~4) ,

СП = 1" (а;2) - ~21 n (a~2);
k~11-4E4J п (a~4)

a~" (А) ~ т i('t")"[,".' ('. ,) - ",,1, ('. ,)+
-00

+ (~ ~2'12) )n!J. 1 зfз (л, ~) + I1ЗCf'з (л, ~)]}d~;
+00

b~l) (л) = S{( ~ ~2'12) )"[I1зf2 (л, ~) - !J.1З'f2 (л, ~)] +
-00

+(~~2'12»)" [!J.IЗ'fЗ(Л, ~) + ,Iзfз ()" ~)]d~.
с учетом (12) система (14) преобразуется в бесконечную систему ли

нейных алгебраических уравнений относительно неизвестных функций

( 1) (') Ь (1) (' ),
аn л И n 1.,

+00
a~l) Щ = ~ [M~n Щ a~) (л) + н.; (л) b~) (1..)1 + L~ (л),

m=-оо

m.=-оо

1 1 '
Выражения для коэффициентов Мmn (Л), Nтп Щ И Ц (л) несложно полу-
чить из (12) и (15).

Теорема. Если поверхность цилиндра не соприкасается с границами

раздела сред, то система (16) фредгольмова.

Изложим схему Д о к а З а т е л ь с т в а теоремы. Коэффициенты м:пn (л),

н'; Щ и L; (л) являются суммой произведений интегралов типа

+SOO l (~ + '12 ) n
I ПО,) = 2ri;- -Е-1 - W (л, ~) ехр (- н \)2) d~

и одной из функций x~ (л), y~ Щ (i = 1, 2). Выражения функций W О" ~)
несложно получить из (12). Оценкой МОДУ.'1я подынтегральной функции

интеграла 1п (л) с учетом неравенства IW (л, ~) I<: С можно показать, что

существует функция С\ (л), удовлетворяющая неравенству

(1 n 1)'
11 п (л) 1< С 1 (л) H'nl+l I~211n'+\' (17)
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Используя ас имптотические оценки относительно индекса для бес

селевых функций [5], получим

I (1) I I (2) I I (1) I I (2) I а
2 1 П

/ Iez /z ln l
х; (Л), х; (л), уп (л), уп (л) < С2 (л) I n 122 2/n l (18)

Тогда из неравенств (17) и (18) следует , что бесконечная система урав

нений

(19)

(где 1= min (1, h», является мажорантной по отношению к системе (15).
Осуществим замену неизвестных гп (л) новыми неизвестными ип (л),

положив

ип (л) = гп (л) (1 п I)! Iezl'n'a2Inl"

При этом с истема (19) преобразуется к виду

+""
~ ( In1+ 1т I)! (а )Inl+lml a1n l

ип (л) = А (л) mf::!.."" Iп /! 1т 112 'т' 1 Ит (л) + в (л) /Inl'

а

Если -:: < 1, то [3]
l

(20)

+00
~ r(1 n I -1- Iт 1)1 (!!:),n,+,rn'12
L. In!'lm l' - <со.

{1l ~ - ' C)O I l , .

в этом случае система (20) - фредгольмова И, следовательно,

имеет единственное решение. Это решение можно получить методом

редукции . В си лу мажорантносги все, сказанное выше, справедливо

и для системы (15).
Полученная си сте м а (15) может быть использована для расчета

вторичного ЭМП бесконечно длинного цилиндра в трехсл ойной среде.
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