
,~f"

q,:[- - -'-'-- - =--_0..-::::_-----..:
-о.J

ны) от длины круговой трещины в случ ае,

когда ее бе рега загружены нормальны­

ми ус илия ми постоя нной интенси вности

И1 ) (~) = - -No).
Как видно из рисунк а , значен и я коэф­

фициента интенсивности но рмальных уси­

лий ХН зн ачительно п ревышают значения коэффициента и нтенсивности

сдви гающих ус или й Ks. с увеличением длины криволинейной трещины

пеличина коэффициента интенсивности сдвигающих усил ий возрастает .

Используя далее квадратурные формулы

~ W~ (1:) d 1: 2 ~-, . ~ msin n6y sin т6
J --= -+1 l..J 'lii(X ,) l..J . ~ ,

- 1 Х-1: n y= l m=l s1Пv

1

j Q;'i (:) d : 2 п г, .
- -_- = ~l ~ чr ; (х .) ~ SIП mO ./cos m8,
х - \,. n I '1 = 1 tn= 1

-1

где е = arccos х , и п р именя я к регулярным интегралам формулу Гаусс а,

зада чу о нахождении решени я интег ральных уравнений сводим к с истеме

линейны х алгебраичных уравнен ий .

Ч ислен ный а нализ задачи проведен при разли чных длинах трещин

для следующих значени й п ар а метров оболочки : R = 0,15 м , 2h = 0,003 м,

v = 0,3. На рисунке графическ и изображена зав ис имость нормализова нных

коэффициентов интенсивности усилий Хн = 1/ (NQУТ) lim l-/2гN , Xs =
'~ o

= 1/ (NoУТ) lim 1/2г S (1 - -длина трещи-
'~O

1. Калиндия А . И. Математиче ские методы двум ерной упругости . - М. : Наука ,
1973.-304 с .

2. Осадчик В. А . Напряжен но -деформ иров ан ное состоян ие и предельное р а вно-
весие оболоч ек с разрезами. - Киев: Наук. думка, 1985.-312 с .

3. Подсзрига ч Я. С., Осадчик В . А . , Федюк Е . М., Николишин М. М. Метод
дисто рсий в теори и тонки х обол очек с тр ещинами. - Мат. м етоды и физ.- мех.

поля, 1975, вып , 1, с . 29-41.

Ин-т п рикладных проблом

механики и математики АН УССР, Л ьв ов

Получено 09.01.85.

УДК 539.3

А. М. Краснов, Г. Я . Попов

ИЗГИБ И КРУЧЕНИЕ КУСОЧНО·ОДНОРОДНОЙ

КОНИЧЕСКОй ОБОЛОЧКИ

Полную

женное

систему уравнен и й, описывающую осесимметричное на пря­

состоя н ие ко ни ческой оболочки, можно за писать в виде [1]

(1)

(2)

(3)

(4)

М j = D (vd
2
w + J... dW)' М = D (d

2W + .: dW)'
\ ds2 S ds" ds2 S ds '

d d ( и )ds (sN (j) + No= sqo , Nu = G (1 - '1) s ds s '
G = Еп] (l - v~) , D = ЕhЗ/ (1 - v2) .

Здесь N 5 , No- продольные силы; Qs- п оперечная ; M s, МО - изгибающие

моменты; и , v, w - перемещения в п родольном, радиальном н нормальном

направлени я х соответстве н но ; q5' qo , qn - функции , оп исыв ающие нагр узк у,
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действующую в этих же направлениях; Е - модуль упругости материала

оболочки; 'i - коэффициент Пуассона; h - толщина оболочки; 'f - угол

между образующей срединной поверхности и осью з, совпадающей с осью

оболочки.

При помощи соотношений (2) и (3) из ура внен ий (1) исключим все

величины с индексом е. Тогда, если учесть, что Т5 = -dw/ds ( Т5 - угол

поворота нормали к срединной поверхности оболочки), из (1) - (3)
получим

d-: S I V + I М _ О dw + - о
ds т s Т $ о s - 'ds Т5 - •

К ак видно, система у рав нен и й (1) - (4) распада ется на две систе мы:

си стему (4), описывающую кручение оболочки, и систему (5), описывающую
ее изгиб .

Е сли ввести нензв Е'СТНУЮ вектор-функцию Z (s) с компонентами 5N"
5Q5' 5М 5 , и, w, I S' то с истему (5) можно записать в матричном виде:

~ + ~ р (5) = fas ,' ,

- ', о о -Е/! -E/l tg 'р О

- ',t g '':; о о -Ehtg f -Ell tg2 'f О

[) 5 -'1 О О -ЕfzЗ

Р (5) =
-С-l О О '1 'itg 'f О

О О О О О s
О О D-I О О ч

Систему (4) тоже мож но зап иса ть в виде (6), если прин ять

Z (5) = \ I~'j ) , Р (5) = ( -S [G (~ _ '1)]-1~1 ). f = (~B).

(6)

(7)

(8)

(9)

РаССМОТР Ю1 зада чу о напряженном состоянии оболочки конечной

дли ны (а -< 5 -< Ь ) в предполо жении, что в сечения х с координат ами

5 = 5k (k = 1, n - 1; п :» 2) скачкообразно изменяются упругие па раметры

материала оболочк и и ее толщина. Тогда рассматр иваемая задача при­

ВОд!!ТСЯ К решению н а участках постоянств а упругих параметров Sk<
< 5 < Sk+l, k = 1, п - 1, к решению уравнения

dz'k' (Sk -< S -< 5k+1)-- + p rk ' (5) z rk \ = f(k), •
ds k = О, n-l

Здесь zrk) обозначена векто р-фун к ц и я Z на участке Sk < 5 < Sk+l. Кроме

дифференциального ура внен и я (9) , должны удовлетвор яться условия

за к репления на торца х оболочки , которые в общем случае можно за п исать

в виде

AZ(O) (а) + ег- : (Ь) = Т , (10)

где А, В - матрицы; т - вектор, компоненты кото ро го определяются

видом условий за креплен и я .

В частности, если торцы оболочки жестко з ак ре плены , 10 1 = О.

н в случае изгиба
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(15)

(14)

из граничного условия (10)

Е- единичн ая матр ица треть его пор ядка, а в случае кручени я

( О 1 ) ( О 0 \
А = О О ' В = О 1 ) '

Крем : того , должны быть выполнены услови я соп ряжения в сечениях

s= sk (k=l , 2, ... , n - l),
Z:k) (Sk) = A(k)Z(k-l) (Sk ), (11)

A 'k) - матрица , компонент ы которой определяются в идом сопряжения.

Нап р име р , в случае монолитного сцепления A (k) - единичная матрица

Для решен ия уравнен и я (9) с услов и я м и (10) и (11) будем

использоватъ м етод, изображенный в [3], п озвол яющий избежать н еоб­

ходимости решать системы алгебр а ических ур авн ений , порядок которых

п ропорцион ален количеству участков, а огра нич иться решением систе­

мы, порядок которой не превышает порядка исходной системы диф­

ференци альны х ура внен ий . Указан н ый метод позволяет за п исать

решение задачи (9) - (11) в таком виде :

s

г» (s) = j) k)(s)B~~ :Z(O) (so ) + Z(k) (s) g :k)+ SЮk) (s, -Jj ) f(k)C\i) dYJ . (12)
~ 1~

Здесь введены обозначен ия:

1

B ~ k ) = П A(k- /)Z(k-i- 1) (Sk-i), l ---': 0, 1, ... , k - 1;
i=O

k-2
g~k) = A (k)f~k-I)+ L; b)k)A(k-- i-l)f ~k-i- 2);

j=O

s:.....:... 1

!; k)= ..: Юk)(Sk, r.J )f(k) ('YJ) d'YJ , Юk)(s, \J)= Z(k) (s) [Z(k) (1J) l -l .

В равенстве (12) символом Z (k) (s) обозначен матрицант уравнения
(9), т. е . решение матричного у равнен ия

-(k)

d~s + P {k) (5) Z (k) = О, (13)

удовлетворяющее граничному условию

Z (k) (5k) = Е.

Вектор Z(O) (50), входящий В (12), на ходится

которое пр еобразовано к виду

[А + ВСт] 2 (0) (50) = 1- gm ,
m-2

gт = Z(т-I ) (5т) g:т-I) + г:». с; = z {m-I) (5m) П A (m-i-llz(m-i- 2) (5т_ i_ l) '
\=0

Как видим, система алгебраических уравнен и й (15) дл я компонентов век­

тора Z (O) (50) будет того же порядка , что и система дифференциал ьных

уравне ний (9), т . е . Б случае к ручен ия оболочки система (1 5) будет

второго порядка, а в случае изгиба - шестого.

Самым затруднительным в реали з ации приведеиного решения (12)
является построение решения уравнения (13), удовлетворяющего услов ию

(14) , т. е. матрицанта. для случа я постоянной матрицы P {k) методи ка

построения матрицанта изложена в [3].
В нашем слу чае матри ца рщ зав ис ит от переменной 5, в связи

С этим она непри мени ма. Однако представлен ие матрицы рщ в виде

P(~)=~P-l+Po (16)
s

позволяет рассматривать систему (13) как с истему с регулярной особой

точкой [2J. Представление (16) имеет место и для задачи изгиба (это
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(18)
A(k)(S)=E+

следует из (7», и для з ада чи кручения оболочки . Например, в случае

з ада ч и кручения

Р_! = (2 О ), РО = ( О О). (17)
О -1 - [О (1 - v) ]- I О

В начале проведем построение матрицанта в случае задачи о кру­

чении, т . е. для уравнен ия (9) с учетом (17). для каждого интервала

Sk <. S <. Sk+1, k = О, h, матрицант будем искать в виде

Z(k) (s) = A (k) (s) y (k).

Здесь y(k ) - новая неизвестная матрица - функци я ;
=

+ l: A ;,7)sт; А ;::) - постоянные матрицы, вид которых мы В дальнейшем
m= 1

определим. Всюду ниже индекс k для сокращен ия записи не будем

писать. Если мы подставим В матричное уравнение (13) вместо Z (s) его

представление (18) J то получим

d~ = Р' (s) у, (19)

• г о ' ~ р' Р' Р'где Р (5) = «: Р- 1 + 2. т5т И -1, т - матрицы-константы .

т= О

Учитывая (19), и з (13) получим

Р (s) А (5)- А (5)Р' (5) = dAd~S) • (20)

Подставляя в (20) в место А (s) и Р' (s) их разложения в виде рядов,

получим с истему матр и чных алгебраических ур авнений :

Р- 1 = Р'"-I,

P_ 1A 1 - А, (P-l + Е) + Ро = P~, (21)

P_ 1Aт+ 1 - Ат+ 1 [Р- 1 + (т + 1) Е] + РоАт -- AmP~ - - A1P:_ 1= P~ .

Коэффициенты Аm будем теперь выбирать так, чтобы матрица Р' (s)
имела наиболее простой вид, т. е. так, чтобы Р: = О. Как следует из
[2J, система (21) позволяет это осуществить, поскольку матрица Р- 1
имеет простую структуру . Действительно, полагая в (21 ) Р~ = О 11 про­
водя вычисления согласно [2], находим Аm = О (т = 2, 3, ...),

А, =(_(I~vГI О), P·(5)=P_15-1.
4О О

Таким образом, система (19) прив одится к с истеме Коши :

dY l
d- = - Р -1У, (22)

S s

решение которой записывается так [21 :

у (5) = 5
P- 1C.

Проиэвольна я постоянная матрица С на ходится из услов и я (14). В ре­

зультате получим

_ p(k) p( k )
Z(k) = A (k) (5) 5 -1 5- - 1 [A (k) (5k)]- I .

Указанный способ постр оения матрицанта позволяет решить задачу

(13), (14) и в случае задачи изги ба. Однак о в этом случае матрица P~t
не будет матрицей простой структуры . Поэтому преобр азуем систему (13)
путем введения нов ой неизвестн ой матри цы X (k) = T (k)Zlk) [T(k)]-I (T (k)-
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несобственная постоянная матрипа, приводящая матрицу Р':::\ к нор маль­
ной жордановой форме) к виду

d;s(k) + (+Q':::)I + Q~k») X!k ) = О .

Показано, что достаточно принять

О О 11 12 О

~1
I о 1l tg <.р ( 2 tg У О

О - tgep о о 1з
T(k) =

О О I ] О О '
О 1 О О О О !
О О О О I 1 "

Q'" n
о о О t l О

О -/5 О 1) tg у О

О О О О t 6

О ~ \~
о О О 1 О

О О О О О

О 17 О О 15

где

tl = Gk (J + Vk); 12 = - Gk( l -vk); tз=ГJk([J-k- Vk); 14 =-Dk([J-k + Vk);

!J'k = V2 ', ~ - 1; 15 = (P' k - V k)/2 :ч; {6 = DR (Cl-k - 'lk)2/ 2!J'k; 17 = -1 /2D k;J'k.

При этом матрица Q~I будет диагональной:

Q':::~ = 10, О, -1, 1, - I.!.k , IЧ } '
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О ПОВЕРХНОСТНЫХ ЭФФЕКТАХ

В МОМЕНТНЫХ ЖИДКОСТЯХ

Получено 06.07.84

в настоящее время разработаны различны е модели жидкостей, суще­

ственной чертом которы х я вл яются наличие моментных напряжений

инесимметричность тензора напряжений [1]. Построение таких моде­

лей связано как с внутренним развитием теории, так и с приложениями

к жидким кристаллам , различным биологическим объектам и т. д.

П ри описании поверхностных эффектов в таких средах естествен но

исходить из модели двумерного континуума, наделенного собственными

физико-механич ескими характеристиками, в частности несимметричным

двумерным тензором напряжений и двумерным тензором моментных

н апряжений. Кроме того, отмечалось [4], что при уменьшении толщины

слоя жидкости, безмоментной в обычных условия-х, моментвые эффекты

могут стать существенными.

Некоторые аспекты теории поверхностных моментных жидкостей

рассм атривались в [5-8]. В данной работе получена система уравне­

ний для моментного двумерного N-компонентногоконтинуума.
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