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в данной р аботе р а ссматривается задача о б упругом равновесии поло

гой изотроп ной сфе р ической оболочки с двум я взаимодействующими

разрезами , один из котор ых ра спол ожен вдол ь меридиан а , другой 

вдоль дуги окр ужности. Предполагается, что противоположные бер е г а

разрезов загружены оди н аковым и по а бсолютной величине и противо

положно н аправленным и усилия м и и моментам и и в пролессе дефор 

мации не контактируют между собой . Путем модел иров а н ия оболоч ки

с разрезами сплошной оболочкой с сос редото ч ен н ым и на м есте разре

зов внутренними источниками напряжений, обусловли в а ющими скачки

перемещений и углов поворота на р азр езах [2, З J , с п р именением

а пп а р ат а обо бщенных функций задач а приводится к системе восьми

сингуляр ных интегр ально-дифференци а л ьн ых у р а в нений.

Отнесем среди нную поверхность рассматриваемой оболочки к ПО.1Я рной

системе координат ( ~, (3) , где ~ = r/R Vc - безразмерный полярный

радиус (с = fI/RVЗ (1 - v2));R и 2h - радиус и толщина оболочки ; v 

коэффициент Пуассона; р - полярный угол. Тогда с истему разрешающих

дифференциальных ур а внен и й , учитывающих наличие источников собствен

ных напряжений , за п ише м в виде

1 ? 2 о RFO (е0 0Re у'у у - y -w = - 1;, (3), (1)

? + О, ? 2 D RFO ( ' Р)y -q> Re у'у w = - I 2;, t' .

Здесь q; и w - фун кции напряжений и прогибов;

F~ (~, р) = y2sg2 - (+ д 1 - д~ ) Ц I - e~2 ) - ( д 1 + +) a2S~ 2;

[~ ( ~, (3 ) = \7 2 ( х? ! + 'IX~2 ) + (1 - v) [( ~ г, - д~ ) (X~ 1 - X~2) +

+2 (дl ++)д2X ~ 2); (2)
2 _ I д (ta ) + д2 • д _ д . ~ _ 1 д .v - т 1 r; 1 2, 1 - ~, 02 - Т д;j '

Do = 2Eh; D ] = DoR2C2 ;

S~i' X~i и, j = 1, 2) - усредненные по толщине оболочки компоненты
деформаций (дисторсий), обусловливающих собственные напряжения. При

этом отдельные усилия и моменты в оболоч ке определяются формулами,

приведеиными в работе [2, З ] .

Пусть ра сположены вдоль отрезко в р азр езы:

а) по меридиану ~ = О , 61«; 6 -с 62;
б) по дуге окружност и 6 = 6О , I~ I «: ~U ' (3)
В этом слу чае с использованием соотношен и й , устанавливающих связь

между деформациями и перемещениями, и с учетом того, что перемещен ия
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(4)

~) = О,

и, v, W и углы поворота 01, 62 претерп евают скачки при переходе через

линии разрезов, путем дифференциров ания последних как обобщенны х

" ф" О о е'функции для компонент де ормации е ц , "J.ij получаем выраж ния:

когда разрез расположен на линии ~ = ~ o, I~ I -< ~o -

<-~I (;, (3) = ~ l т ~ (;- ~ o), Е? 2 ( ~, ~ ) = Ез (~) О (~- ;0);

"I. ~ 1(;, [3 ) = .~\ т о (; - ~o ) + ~ O "l. 4 (13) alo (~- ~o ) ,

X~2 (~ , (3) = Х 4 (~) О ( ~ - ~o) ,

Х? 2 ( ~, ~ ) = "1. 3т 0 (; - ;0) п ри 1[З 1 < ~ o ;

<-~j = (;, ~ ) = "I. ~; (~, [3 ) = О при I ~ 1> 13 0 и, j = 1, 2),<-g2 (~,
где

Еl (13) = у
1

- [и (~)J; 03 т = .vl - [v (13)];
R С R С

1Ч (13) = - R ~ё [01 ([3)]; "1. 3т = - R ~ё [02 (13)];

Х4 ( ~) = s·~З (p)d[3; I! ( ~ )l = [+ (;0 + О, 13) - r-- (; 0 - О, ~);

когда разрез расположен на линии ~ = О , ;1 -< ~ -< ~2 -

~g ~ ( ; , ~) = ~ 5 ( ;)O ([3 ) , Е?2( ;' Р ) = Е7mоm , X? 2( ~' ~ ) = Х7 Щ О ( ~ ) ,

·~ g 2 С, р) = Х5 ( ~) О т + Х8 Щ д 2 0 (~) при ~I < ~ < ~2; (5)

o g ~ (;, ~) = ~ ? 2 (;, (3) = Х?2 (;, ~) = "I.~ 2 (; , 3) = О при ~2 <; «: ~I,

E~l (;, (3) = Х?l (;, р) = О,

где

<-5 (;) = R :г ~ [v ЩJ; Е7 т =~(- ~ [и mJ;
у С- R 1c~

'Y.5 (;) = - -R'? ~[О2(Щ; "1.7(;) = --1-2 ~ ([Оl Щ]-~[WЩ]);
'С ~ R С 1; \ ~

Х а П = ~ z; (;) d~; rt(Щ = f+ (;, + 0) - {- (; , -О).

Знаками + и - отмечены граничные зна чен и я фун кц и й на берегах

разреза х + О и х - О соответственн о .

Решение системы дифференциальных уравнений (2) будем искать

в виде

f = fl + {2 (f = ер , ш), (6)

где функции Ф I , «-' ; - решен ие этой си стемы, соответствующее полю

деформаци й (4 ), а ~2 , Иi2 - полю (5). Воспользовавшись далее фунда

ментальным решен ием разрешающей системы уравнен и й 121 и операин ей

свертк и , для ра зр еш ающи х функций <y i, Ш; (i = 1, 2) получим следующие

интегральные предста влен ия :

С ; "

qi= 2: .\. ( -S I (О ) Ф i ( ~ , 'lJ)+<-з(О)Ф i+ 2(;, 'lJ)+
j jQ

+RC[X l(O)F i(;, 'lJ)+хз(О) Fi+2(~, 'lJ)]HodO, . (7)
С ~,

р: = 2: ~ {Е5 (: ) Фi+4 (; -~, р) + <-7 «() Ф i+6 (~- (, (3) +
'1

+RС["l.5«()F{+4(~- (, р) + ч «() Fi+ г, (; -(, ~ ) ] } d( (i=I, 2),

где ql = WI; q2 = ep l; р, = W2; Р2 = Cf2;

С2 = DI/c; СI = R; Фi (; , 7;1) = .~( (го) gl - o/i+2 (го ) :

Фi+ 2 ( ;, '\i) = 'f i (ro) g2; Фi+4(;- (, ~) = (- l ){ 'fi+ о (Р ) +
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+ tfi (р) gз - 'fi+2; Фi+ 6 = tfi (Р) g4;
F i (~. \1) = 'f l1-! (го) + (-1)1+' fJ. (~3- ! (го) gl - tjJ5- i (го»;

. 'lS [d<li 11 i ('0) jF i+2( ~. \J) = (-l)IfJ. tj>З_i (го) g2+ О ' ;;'0 g5 d\l;

Pi+4 (~-~, ~) = 'Iфll-i (Р) + (-1)' (tjJ З-i (Р) - ~5-! (р));

~[dl;ll , Ip) ]
Fi+6(~- ~. ~)=(-1)"fJ.'fз-,(р)g4-[ ' ;;1' к« .и:

1 2ker'x k' 2kei'x 1tf 1 (х) = х2 + -х- + [') х; ~ 2 (х) = -х- - ker х ; ~з (х) = х 2 +
Kei'x () k'tjJ4 (х ) = -х- ; tf g х = еl х; ~1 0 (х) = ker х;

(
? 01') . о О 02 .;-cos;3 - ..1., S Ш~ . ~' OCOS '1J -<;o . ESln ~.

g4 = 2 ' gs = r ' g6 = --р ,
р о

г02 = :~ л, :~ - 2~ : ocos "f] ' 02 = ~2 + 1'2 - 2~1'COS р.. ' ". ~ . ',1' , ~ ~ .,~ t.l,

'YI = 3- (J ; '':' = I - .;: k~j ' Х = -dd keix; ker'x = !.. ker х;
',1 l ' Х ах

ker ' x
х ,

kci х, ker х - фун к ии Кельв : н а .

Подст а вля я г е п е ] в г р аже нн я (7 ) 3 (6 , а з а тем в формулы для

усилий и м о\, е Н Т0 8 [2,31. получ и м з н а ч е н и я эа г ух аюших на «бесконеч 

ности » ус и лий И моментов в п р о и з вол ьно й то ч ке 060 .1 0ЧЮI , 0 6У ': ,1 0 8 

ленные суммарным воздейст в ием скачков пе р емещен и й и УГ.10В пово 

рота на л и н и ях раз рез ов .

Удовлетворяя затем граничным условиям н а берегах р азрезов,

получаем с истему с и н гул я р н ых интегр ально-дифференциаЛ ЬНblХ у ра в 

нений для определения неизвеСТНblХ плотностей скачков перемещений

и углов поворота н а лини ях р азрезов:

е, r d\V, ( О ) 4 1
J~o - ----iг aj5 1 (\1) + ~l \lJ', (8) к; ~od8 +

+ S'[~ \IJ"ЩI(il}d~=[i(~) и=т;4), (8)
Е , 1=5

Ро [ 4 1 <. { d\f (r)
S ~ чr ,. (8) Ki' ~od8+S .-+ аiS2 ( ~ -~) +
-@о ,=1 Е,

+t5\l;'I(O Ki,}d~ = [i(O (j = 5, 8).

Здесь обозначено:

чr 1 (8) = Е, (8); \lJ' 2 (8) = s з (8); Wз (6) =;(1 (8);

чr 4 (6) = хэ (6); ЧГ5 ( () = Е5 Ю; Wб (С) = Е] ( ();

ЧГ7 (() =)(5 (~); tfBЮ ="/. ] ( С); 51 (\1) = ctg ~;

S (' ") 1 1 Rca
2 ~- '" =~; аl=а2= 2; аз=а4=-2;-- ~ 4 Ео 4Е о

] ]
а5 = а6 = 2; а7 = а « = "2Rca; а = 3 - 2v- '12;

1 "1 о
К 1 2 = --;;-2ctg-2 + K1 2; К 21 = -K12;

4",n
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aRc t "l + R КО , К К .
К 34 = - 2 С g"2 с 34. 43 = - 34,

4Е о

Ki i = K~j (i = Г,8, j = 1, 2, 5, 6);

К;; = RcK~j (i = П, j = 3, 4, 7, 8);

[1 т = b1f\1) (~); [2 (~) = blf;') (~); [3 (~) = b2f1
1
) (~);

[4 (~) = b2t:(\)т + GI; [5 т = b1f\2) (~); [6 (~) = blf~2) Ю;

[7 (~) = bzf~2) ( ~); [8 Ю = b2f~(2) ( ~) + С2 ;

Ь\ = 27Сфо; bz = 27: /DoRc; f~(l) (?) = Sf~\) (~) ~od~ ;

f~( 2 ) (~) = sf~2 ) Ю d~.

Ядра K~; и, j = n)- непрерывные функции, которые определяются
формулами :

при ~ = ~o-

K~,j = (-I)ILiФ;j, K~,j+2 = l,;F2j, К?+ц = LiФ ZJ+4,

К;'Н6 = L;F 2i+4 (i = 1, 2), K~; = (-I)iL iФ 2j_ 1 , K~.н2 = L;F;i-l,

K~.н4 = LiФ 2i+З' K~, i+6 = LJ2i+3 (i = 3, 4);

п и ~ = 0 -

Ю,j = (-1)iL iФ zj, К?,н 2 = LiF 2i, K~H4 = LiФ;i+4,

Ю,i-'.- S = LiF2i+4 (i = 5, 6), K~i = (-1)i!~iФ2j_l, 1(~.i+2 = LiF zj__"

K~'i'H = L iФ2i+3' K~.н6 = LiF;J+ 3 (i = 7, 8; j = 1, 2),

[ ! = ~ д! + д~, [ 2 = +д2 - д jд2 , Lз = -(L5 + 'IL,),

~ 2
[ 4 = (1 - ") [ 2 - ~ [a\V2 ] ~od~, [ 5 = д" Lб = [ 2 , [ 7 = - (L\ + '1[5),

е

f.

[ 8 = (l - fJ-) [ 2 - S [д2v 2 ] d~,
с

• О· о

Ф;=Ф;-Ф,. F, .=Fi-F"

о 1 о I
Ф6 = lп р -"2 (gз + lп Р), Ф 8 ="2 g4,

Постоянные С\, cz находим из условий однозначности углов поворота

~. ь ,

S ;( 3 (9)а 8 =0, .IСч (С) d( = О (9)
-~. .,

I э 1 О

В новых переменных s = т tg 2"' t = Т tg 2'

х = k~ + Ct, У = k~ + а,

~o >, Е 1+ ~2
где A= tg -2 ; k=2/(~2-~1), Ct = -e- -c '

-2 - ']
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Здесь

q: i (1) = 'lJ' i [00 (О, 1)] (i = 1, 4); Р (s) = 1+: .2S2;

2i. ~o л2I ] л (s - 1)
r (t) = , 2 2; f (1) = 222-0; 00 (в, 1) = 2arctg 2 '

1+ 1. I J + л t 'О 1+), sl

Если ввести обоз начен и я к1. = r и) K~ ; (j =Ц i = 1,4), то ядра можно
записать так :

K1 2= [(1) + K~ 2, К З 4 = Rc (а! и) + K~4)'
О 1 О • - • -

К и = TKi ; (j = 1, 8, t = 5, 8),

где в выражениях к'; и, j = ~) из (8) сделана замена переменных (10).
При этом условия (9) в новых переменных имеют вид

J 1 1

S W4 [ш (О, 1)]-----z2dl = О, S (у - а) 'lJ'8 (у) dy = О . (12)
-1 1+ л t -1

Решение системы (11) построим с использованием метода механических

квадратур [1]. С этой целью искомые функции выразим так:

Wi (Х) = V] - X2\lJ'Oi (Х), (13)

где \lJ'O i (Х) - огра н и ченные функции, которые представляются в виде

раэложений по полиномам Чебышева 2-го рода [11:

n (1

г: \ -, i
W0 1 (Х) = -+1 ...... Аmиm- I (Х),

n m= l

где Uт-I (Х) - многочлен Чебышева 2-го рода;

.'1

Am
1i ) = ,,-, щ,' (Х, ) . Q (' -18).:." '± V SIП v, t = , .

,=1
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,~f"

q,:[- - -'-'-- - =--_0..-::::_-----..:
-о.J

ны) от длины круговой трещины в случ ае,

когда ее бе рега загружены нормальны

ми ус илия ми постоя нной интенси вности

И1 ) (~) = - -No).
Как видно из рисунк а , значен и я коэф

фициента интенсивности но рмальных уси

лий ХН зн ачительно п ревышают значения коэффициента и нтенсивности

сдви гающих ус или й Ks. с увеличением длины криволинейной трещины

пеличина коэффициента интенсивности сдвигающих усил ий возрастает .

Используя далее квадратурные формулы

~ W~ (1:) d 1: 2 ~-, . ~ msin n6y sin т6
J --= -+1 l..J 'lii(X ,) l..J . ~ ,

- 1 Х-1: n y= l m=l s1Пv

1

j Q;'i (:) d : 2 п г, .
- -_- = ~l ~ чr ; (х .) ~ SIП mO ./cos m8,
х - \,. n I '1 = 1 tn= 1

-1

где е = arccos х , и п р именя я к регулярным интегралам формулу Гаусс а,

зада чу о нахождении решени я интег ральных уравнений сводим к с истеме

линейны х алгебраичных уравнен ий .

Ч ислен ный а нализ задачи проведен при разли чных длинах трещин

для следующих значени й п ар а метров оболочки : R = 0,15 м , 2h = 0,003 м,

v = 0,3. На рисунке графическ и изображена зав ис имость нормализова нных

коэффициентов интенсивности усилий Хн = 1/ (NQУТ) lim l-/2гN , Xs =
'~ o

= 1/ (NoУТ) lim 1/2г S (1 - -длина трещи-
'~O
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ИЗГИБ И КРУЧЕНИЕ КУСОЧНО·ОДНОРОДНОЙ

КОНИЧЕСКОй ОБОЛОЧКИ

Полную

женное

систему уравнен и й, описывающую осесимметричное на пря

состоя н ие ко ни ческой оболочки, можно за писать в виде [1]

(1)

(2)

(3)

(4)

М j = D (vd
2
w + J... dW)' М = D (d

2W + .: dW)'
\ ds2 S ds" ds2 S ds '

d d ( и )ds (sN (j) + No= sqo , Nu = G (1 - '1) s ds s '
G = Еп] (l - v~) , D = ЕhЗ/ (1 - v2) .

Здесь N 5 , No- продольные силы; Qs- п оперечная ; M s, МО - изгибающие

моменты; и , v, w - перемещения в п родольном, радиальном н нормальном

направлени я х соответстве н но ; q5' qo , qn - функции , оп исыв ающие нагр узк у,
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