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АСИМПТОТИЧЕСКИй МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ

МАГНИТОУПРУГИХ КОЛЕБАНИй

ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН

в работе исходя из ОСНОВ Н Ы Х положени й асимптотического метода

В. В. Болотина п редложен способ исследов ан ия спектр а ч астот м агни

тоупругих колебаний п р я м оугол ьн ы х пласти н в п родольном магнитном

пол е.

1. Пусть уп руга я изотропн ая пластин а посто я нной ТОЛЩИНЫ 2h
отнесена к дека ртово й систем е координат X I, Х2, ХЗ т ак, что средин на я

плос кость нелеформированной пластины совпада ет с координатно й

плоскостью ХIХ2. Пластина изготовлена из материала конечной посто

янной электропроводностью а и колеблется в в акууме пр и н аличии

постоянного магнитного поля с з аданным вектором напряженности

Н(Н " Н2 , О).

Рассматриваемые воп росы исследуются на основе предположений:

а) м агнитные и диэл ектрические проницаемости м атериала пластины

считаютс я равным еди н и це ; б ) вли ян ие токов смещения н а х арактери

стики магиитоуп ругих колеб а н ий н е учитывается; в) следующей гипо

тезы [2] о ха ра кте ре изменения упруги х перемешений по толщине

пл а стин ы и компонент индуцированного электром а гн итн о го поля по

толщине бесконечного слоя Iхз I< h:
dw aw

и! =-ХЗ -д~' и2=-ХЗ -дх7, из= w при Iхзl <h, (Х\, x 2)EQ, (1)

С I = <р , е2 = tjJ , hз = f при IХз I< h, - 00 < (XI, Х2) < 00 .

Здесь w (х !. Х2, t) - искомый прогиб пластины; (UJ, И 2, из) - ком

пон енты вектора перемещений произвольной точ ки пластины; <f (XI, Х2 ,

t ), 'f (XI. Х 2, t) - искомые тангенциал ьные компоненты индуцированного

в бесконечном слое Iхз 1<h электрического поля ;(е ), е2, ез) ; t (XI, Х2, t)
искомая нормальная компонента индуцированного в бесконечном слое

IХз 1< h магнитного поля h (h l , h2 , hз) ; Q - область плоскости хз = О,

огран иченная контуром Г пластины .

Соотношения (1), когда Iхз I< h и (Xl, Х2) Е 9 , представляют матема

тическую формул и ров ку гипотезы маги итоуп ругости тонких тел [1] .
На основе принятых предположени й в работе [2], получена следую

щая с истема двумерных интегро-дифференциальных уравнений относи

тельно искомых функций:

дР + о 41ta (tjJ + 2 aw ) = О a<1J + a'f = _ ..!.. ~,
дх 1 С С at ; , дх l дХ2 С д:

дР _ о 41ta ('f _ !!..! дw ) = О (2)
дХ 2 с с дl '

D!:l 2ш + 2ph a
2w + 2ah [Н 1 (Ф + !~ aw ) _ Н2 (ТJ _!!3.... aw)] = О

at2 С с д / · т С at '

(3)
(, = р при (Х\, X2)5Q,

lO при (XJ, Х2) Е Q.

причем в первых трех уравнениях - 00 < XI , Х2 < 00 , а в четвертом

(Х :, x2)EQ.
В ур авнения х (2 ) D = 2E113/3 (1 - ,,2) - цилиндрическая жесткость;

Е - модуль упругости; ,,- к оэффициент Пуассона; р - плотность мате

риала пластины; !:l - двумерный оператор Лапласа; с - скорость с вета

в вакууме;

ес

I SS f (E 1• Е 2 • t) dE tdE2
F=f+- .

21th V (х) - Е , )2 + (Х 2 - Е2)2 '
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К систем е ур авнений {2} в каждой конкретной задач е необходимо

пр исоединить обычные услов и я закр еплени я кр аев пластины , н ач аль

ные условия и услов и я н а б ескон ечно ст и.

Поскольку точ ное решен ие сфор мул и р ов а н ной з адач и в общем случ ае

соп ря жено с почти н епр еодол имы ми матема ти ческ им и трудностя ми, то

для опр еделени я ча стот ма гиитоу п ругих колеба н ий пл астины в ос нов

ном следует примен ять п р и бл иженн ые методы. В случа е диэле ктрич е 

ско й пл аст ины (а=О) асим птотиче ск ий метод В . В. Болоти н а [5, 6]
оказался особенно удоб н ы м пр и исследов а н и и всего спектр а ча стот дл я

широкого кл асса гр а н и ч н ых усло в и й . Поэто м у следует ожидать, что

и в случае проводящих пласти н ( а*О) в присутстви и м а гн итно го поля

указанный метод ок ажется эффективным .

Для применения асимптотического м етод а целесообразно из первых

трех ура внен и й систе м ы (2) п утем пр им ен ен ия интегр альн о го п реобра 

зования Фурье опр едел ить функции ер, ЧJ , [, выраженные ч ер е з пр оги б

пл астины [3] . Здес ь п ри о п р едел ен и и ком по нент ер , ЧJ , f индуциро в а н но го

электромагнитно го п оля приним а ется , что пл а стин а бесконечн а . В этом

случае прогиб пл аст ины представляется в виде

(4)

(5)

где ш-частота магнитоупругих колебан и й ; k1 = Rek 1; k2 = Rek 2; k1,

k 2 - комплексные вол новые числа . .
Подставляя (4) в первые три уравнения системы (2), для функций

<р и 'Ji найдем выр ажения

1 д [41tGH2 дш д ( дш aw )]
<Р ='CkдГ -с-Z-дГ-з. дх)Н2 дх ) -Н 1 дХ 2 '

1 д [ а ( дш дш ) 41taH) дш ]
~ = 'Ck дГ а дХ2 Н ! дХ2 -Н2 дх, --с-2-дГ'

411:а • (- ~ - 2) (-2 - 2)]-'k = -2- Iш + а ki + k 2 , а = 1 + [h k, + k2 •
с

(6)

После подстановки (5) в неиспользованное четвертое уравнение системы

(2) зада ч а ма ги итоу п руг и х колебаний пластины приводит ся к решению

следующег о уравнения:

д2ш 2ah д ( ZaZw aZw 2 aZw)Df::,. 2w + 2oh - - - - H,-+2Н)Нz--+Н2- = 0 (7)
'a12 c2k at дx~ aXjaX2 дx~

(в которое в ходя т неизвестные волновые числа k1, k 2 ) при обычных

условиях за крепления краев пластины.

В случае идеально проводящей пластины (о -+ 00) уравнение (7) в силу

(6) принимает в ид

а
2
ш 1( 1)( 2 д

2

ш д
2ш

D62W+ 2ph - z --2 h+-V Н'-д2 +2Н!Н2дхдх +
at 1t , k~ + k~ х 1 j 2

+ H~ ~2~ ) = О , (8)
ОХ.!

где волновые ч исл а k, и k2 вследств и е отсутствия диссипации являются

действительными.

2. До сих пор при получен ии у равнен ия (7) или (8) _ вол новые

числа k, и k2 с ч итал и сь заданными . На йдем эти вел ичины " частоты

магиитоупругих колебаний пластин ы путем п р и менен и я асимптотиче

ского м етод а, р а звитого в р аботах [5-7] . Для простоты И нагляд н ости

в дал ьней шем указа н н ый метод будем применять относительно у рав не 

ния (8) ( случай идеального проводн и ка ) . Р а сс м отрим м агнитоуп руги е

колеб а н и я прямоугольной в план е идеаль но п р оводящей пластины со

сторонами а и Ь в магнитном г.оле Н(Нь О, О} о
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(9)

(1 2)

(16)

(14)
к «внутрен 

если в (14)
вид

Условия на конту ре пл астины будем по ка считать произвольными .

Уравнение колебани й пл астины (8) в этом случае имеет вид

? 2 д
2
ш I 2ph д

2

ш I ( 1)t.-W-TH 1 - 2 т D -2- = О, "[ = 2 D h + ~ .
дх 1 д! " ". V ki + k~

Подстановкой

w (Х1, Х2 , t) = W (XI, Х2) ei Q11,

где (j) - частота магнитоупругих колебан и й, уравнен ие (9) приводим

к виду

Рассмот рим выражение [3-5]

W = А sin k\ (Хl - ~ I\) sin k 2 (Х2 - ~ 2 1 ) , (11)
В котором А, ~ I \ , ~2 1 - некоторые постоя нные. Это выр ажение удовлетво

ряет уравнению (1 О) и с оответствует частоте

? D [( 2 2)· 2 Hiki ( J)]
ы - = 2ph k l + k2 + 2 ТоО h + V ki + k~ ,

но . вообще говоря, не удовлетвор я ет граничным услов иям .

П рп бл ижен ное решение зада ч и б удет н а йдено [5--7] , есл и окажется

воз м ожным пост роен ие четырех решени й уравнен ия (1 О ) ( в кото ром
(t) оп редел я ется согласно (12)) , каждое нз кото р ых будет удовлетво 

р Я Т ~ д ву м гр ан ичным условиям н а одной из гр а ниц пл астины и будет

пр и бл ижатъся к «внутр еннем у» решен ию (11) по м ере удаления от

гр а н и ц ы .

Реш е н и е, удовлетвор яющее гранич ным условиям при Хl = О, б удем

искать в в иде [5-7]
W11 = Х 1 1 (XI) sin k 2 (Х2 - ~ 2 \ ) . (1 3)

Подстанов ка выражени я (13) в (10) с учетом (12) приводит к ур ан

нен ию

общее решени е которого имеет вид

Х 1 1 = Cll ехр [- Х\ (k i + 2k ~ + тнП 1/ 2] + a l \ sin k 1 (Х l - ~ I l ) +
[ (

? ? 2\ 1/ 2]+ b l l ехр ХI ki + 2k2+ TH 1J .
Потребуем , чтобы решен ие (13) стреми лось при Х 1 --+ =

нему» решению (11). Требование это будет удовлетворено ,

положить ы11 = О И аl1 = А. Тогда решение (13) принимает

J ( 2 ? 2) 1/2]
W 1 1 = \ C l 1 e x p [- Х l kl+ 2k2+rH\ +

+ А sin k l (Х , - ~I l)} sin k2 (Х2 - ~2 1 ) . (15)

С возрастанием X I решен ие (15) п риближается к «вн утреннему» ре

шению (11 ), а в ходящие в него две константы C l l и ~ I l позволяют удов

летворить двум условиям н а границе Х, = О. Тем же путем можно полу

чить следующее решение:

W12 = !c12 ехр [- (а - XI) (ki + 2k~ + THi)I /2] +
+ А sin k! (а - Х1 - ~ 12) ) sin k2 (Х2 - ~21),

удовлетворяющее граничным условия м при Х1 =а и стремящееся к

« внутреннему» решению (11) по мере удален ия от этой границы .
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(19)

Аналогичным обр азом з а п исы в аются решения W21 и \\722, удовлет 

воряющие граничным условиям на остальн ых сто рон ах конту р а и п р и

ближ ающиеся к решению (11 ) во внутренней области пластины.

Неизвестные вол новые числа k , и k2 , отвечающие р а ссм атри ваемой

задач е , м ожно найти, «склеи в а я » решения, удовлетворяющие грани ч 

н ы м условиям на противоположных сторонах контур а пл астины [5-7].
С точностью до затухающего экспоненциального члена условия «скле

ивания» решений (15) и (16) , а также W21 и W22 запишутся в виде
[5- 7]

k la=kl (~'\+~'2)+ n7C , n =О, 1, 2, ,
k 2b = k2 ( ~ 21 + ~22) + т« , т = О , 1, 2, (17)

Величины Sik, входящие в уравнения (17) , определяются из гр ани ч 

ных условий на контуре пластины. Имея эти величины , вол новые числа

k 1 и k2 найдутся из решения системы уравнений (17) . Подставл я я

полученные таким путем значения волновых чисел в формулу (I 2) ,
вычисляем соответствующую частоту м а гн итоу пругих колебаний .

3. В качестве примера рассмотрим колебания по цилиндрической

поверхности удлиненной пл аст ин ы , длинн ые стороны которой жестко

з ащем л ены (Ь -+- 00, k2 = О) . В этом случае , удо вл етвор я я гр ан и ч ным

условиям , для неизвестных S l l и SI2 найдем

r
н2 1 ]-1/2

~ 1l =~ 1 2 , tg k l ~ 1 1 = k l k~+ 2n
1
D(h + k-;- ) ' (1 8)

Подставл я я (18) в у ра внение (17), получим следующие уравнения

относительно волнового ч исла k 1:
дЛЯ симметри чных форм колебани й

k а r н
2 ( 1 )}- 1/2ctg _ 1_ = _ k. k~ + _ 1 h + _

2 г-о k 1 •

для а нтисимметр ичных форм колебаний

k ,a 2 2/ ( 1 )]-1/2tg-2- = k1 [k1 + (H 1 27CD ) h + k; ' (20)

Численные значения 2- 1 . k \a корней уравнении (1 9) и (20) пр и ведены

в табл, 1, в которой а. = 1 0-4Н 1, а т определяет форму колебания

пластины . для расчета принято Е = 7 · 10 11 дин/см" , '1 = 0,36 (отожжен

вы й алюминий) .

Табли ца

~= 10- 3 ~ =5 . 10-3 2h = 10-2
а а о

т

~

О 0.5 О 0.5 О 0.5

1 I 2,35 1,59 1,58 2,35 1,90 1,72 2,35 2,24 2,03

2 I 3,92 3,21 3.17 3,92 3,76 3.54 3.92 ;J,90 3,83

з 1 5,49 4,84 4,77 5,49 5,43 5,29 5,49 5,48 5,46

4 I 7,06 6,48 6,3А. 7,06 7,03 6,95 7,06 7,06 7,05

5 I 8,63 8, 12 7,99 8,63 8,62 8,57 8;63 8,63 8, В2

Из табл. 1 видно, что зависимость волнового числа k l от напр яжен 

ности магнитного поля является существенной в случае тонких пл аст ин

и это влияние более ощутим о для низших форм колебаний . При m ::;;..4
и 2h j а ~ 10- 2 этим влиянием можно пренебрегать и использовать
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следующие известные решения ур ав нен ий (1 9) н (20) в случ ае диэл ект

рической пластины [5]:
2т+ ! (21)k1 = 2 ot ja.

Подставляя (21) в (12) , получим фор мулу дл я определения часто'!'

вы сших форм магнитоуп ру гих колеб ан и й з ащемлен ной пл а стины-поло

сы . Эта формула с точностью 1+h/a~ 1 им еет в ид

[
48 (1_ у 2) (а ) 3 Н Т 11/2

Шт = ШОт 1 + ..4Е 2h (2т+ 1)3 '

ШОт = :: (т + ~ )21/ 3р (~~ ., 2) , (22)

где (J)Om - частоты собственных колеб'ани й в отсутствие магнитного поля [5].
Формула (22) показывает, что чем выше форм а колебаний, тем

мен ьше влияние м агнитного поля.

для ср а вн ен и я в габл. 2 п р иведены значения величины

w }[pha4j 8D ] 1/2 ( где сиl - пер вая частота магнитоуп ругих колеб аний

пл астины) , на йден ные н а основе точного решения [4], по формуле (12),
в которой уч итывается за в исимость волнового числа от напряженности

магн итного ПО ,1 Я, и по фор м уле (22), не уч итыв ающей указ ан ной з ави 

сим ости . П ри ведсны также ра с хождения между результатами точного

решения и по формулам (12) и (22).

Таблица 2

Е!!. = 10-2 I ~= 5. 10-'3
Решение и расх ожден ие

а а

в решени я х
\ 0 4 Н, Э

0, 5 I 1,0 I 3.0 I 0.5 I \,0 I 3,0

То ч но е 6,38 8,31 19,28 10,33 Щ27 52,54
ПО форму.те ( 12) 6,21 8,()9 19,40 10, 19 18,37 52 ,69
ПО фо рмуле (22) 6,70 9,33 22,50 11,97 21,93 63,88
Расхождение ме жлу точным

решением и 11 0 (12), % 2,66 2,65 0,62 1,35 0,56 0,28
Расхожление межлу точным

решением и по (22), % 5,02 12,27 16,70 15,88 20,03 2 !,58

Пр и м е ч а н и е . Для всех сл учаев т = 1.

Табл. 2 свидетельствует, во -пе р в ых, о необходимости учета влияния

зависимости волнового числа от н а п ряженности м агнитного поля И ,

во-вторых, о достаточной точности а симптоти ческой формулы (12) для

р асчета ч астот магнитоупруги х колеба ний .

В заключение отмети м, что шир ина обла сти динамического кр аево го

эффекта , а также неувязка «скле ив а ния» ре шен ий (15) и (16) в рас

см атр и ваем ом случ а е имеют пор ядок

{
r 3 (1 _ ч 2) Нi / а ) 3 ' 2 ) 3] }/2}

ехр -k,xl II + 47tE ~ 2h (k1a . (2 З)

Используя дан ные табл. 1, из (23) легко з аметить, что при помощи

м агнитного поля м ожно существенно умен ьшить ш ир ину области дина

мического кр аевого эффекта и более точно удовлетвор ить условию

«склеиван ия» соответствующих решений.
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Определяютс я температурные поля и напряжения в пласти не н изкой

электропроводимости, находящейся в электрическом поле плоского кон 

денс атора , между обкладками которого поддерживается р азность потен

циaлoB <;; !z= 1- "1 lz= - 1 = Uoei w l
, где z - безразмерная координ ата , отн е 

сен ная к пол утолши не пластины h; Uо - напряжение; (1) - кр у говая

ч астота ; t - время . Пл астина п редва рительно подогрета, и начальное

распределен ие тешерату ры по толщине является заданным (Т \1=0 = f (z)) .
П римем , что меха ническ ие напряжения обусловлены н а ч альны м

несднородны м р ас пр еделением темпер атуры , а та кже усредненными

по п ериоду колебаний электрома гн итной волны тепловыделеи иям и,

в ызванным и поляр изацией в переменном электрома гнитном поле , и

джоулевыми тепловыделениями . В связи с н аи бол ьшей чувствительно 

стью к изменению тем пер атур ы электрофиз ич еских ха рактер исти к

будем считать, что зависят от темпер атуры лишь эти ха рактер истики ,

а теплофизические и физи ко - механ ические - постоян ны и равны пр и

ведеины м . П р и этом эл ектр офизические характеристики считаем та кже

функция м и частоты, и зв естным и из экспер имент а. В та кой по стан ов ке

о пределен ие иско мых величин сводится к совместному решению ур ав 

н ен ий электродина мик и и теплопроводности при известны х теп ло вых

ис точ н иках [1] н дальнейшему нахождению напр яженного состояния

из уравнен и й квазистатической термсупругости.

Отл ичную от нуля состаВ.1ЯЮЩУЮ напряженности электр и ческого

пол я в п ластине находим в квазиустанов ившемс я п риближении , т. е .

в виде Е = Еь (z, [) ei wl , где Еь (z, ') - малоиэменяющаяся н а пер иоде

колебания Т = 2ТС /(I) функция [2J. То гда и с ходн а я система уравнений

вын ужденн ой электростатики [6], описыв ающа я электри ческое поле плос

кого конденсатор а , будет

Е = _ дер дD = О (1)
дг' дг '

где D= 8Е- электрическая индукция [5]; e = e' - i8"o; t g °{j= 8!1o/e, 
тангенс угла диэлектр ических потерь, св я з а н н ы х лишь с поляризацией

в перем енном электромагнитном поле . В ы р а жен и е для усредненной по

п ериоду колеба н ий электрома гн итной волны мощности тепловых источ 

инков, пол у ченное на основа н и и теоремы Пойнти н г а в комплексной

форм е [5], с учетом п редставления Е, а также малой изменяемости
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