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ОСЕСИММЕТРИЧНАSI СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА

ТЕРМQУПРУГОСТИ ДЛЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО·ИЗОТРОПНОГО

ТЕЛА С ДИСКООБРАЗНОй ЩЕЛЬЮ

Рассмотрим бесконечное тр вн све р с ал ьи о- и эотропное однородное упру­

гое тело, содержащее плоскую кру говую щел ь радиус а а (рисунок) .

Предположим , что на поверхностях щели (О ,,;;:т<а) заданы граничные

услови я с меша нного типа: на верхнем берегу 2 = 0+ зада ны перемеще­

ния и температура , а на нижнем 2=0- - напр яжен ия и тепловой поток.

Полага я эти воздействи я осесимметричными отн ос ител ьно ос и 2, запи­

шем граничные условия следующим образом:

при О -< т < а

ИГ (г,О+) = аи (т/а) , и, (г , 0+) = aW (т/а),

т (т , 0+) = Т (г/а), (;2 (г, 0-) = Ан(; (г/а),

I
"п (г, 0-) = Ан" (г/а), (дТ/дг) \'=0-= тa q (г/а);

(1)

при т > а

ИГ (г, 0+) = ИГ (г, 0-), и, (г, 0+) = и, (т, 0-),

(;, (г, 0+) = (;, (т, 0-), "г, (г, 0+) = "п (г, 0-),

т (г, 0+) = Т (г , 0-), (дТ/дг) 1'=0+ = (дТ/дг) 1'=0-'

(2)

Иг(Г, г) =

ос>

т (т, г) = I pD I.2(p) e+p'/Ll}o (pr)dp,
о

o.. 1
а

где и-, И, - к()мпоненты ве ктора перемещения; (;" "п - компоненты тен­

зор а напряжения ; Т - температуры, удовлетворяющие соответственно

уравнениям Дюгамеля - Неймана и уравнению теплопроводности для

тра нсве рсаль но -изотро п ного тела, представленны м в цилиндрической

системе координ ат [3] ; А 44 - упругая постоянная трансверсально-изо­

тропного м атер и ал а; и - отношение коэфф ициентов теплопроводности

в г- и z-н а п р а влени ях; функции и, w, Т, О, т, q, з ада н ны е в правых

частях условий (1), п р едпол агаются удовлетворяющими необходимым

требованиям матем атического аппарата, используемо го в дал ьнейшем

(в частном случ ае на конеч ных интервалах изменения своих аргумен­

тов они удо влетвор яют услов ию Дирнхл е).

Аналогичные зада ч и в с иловой постановке для изотропного тела

при осесимметричной растягиваюшей нагрузке и при кручении рас­

см атр ивались соответственно в работ ах r1, 5, 7].
Испо.1Ь ЗУ Я м етод, предложенный в ста­

тье [6], те м п ер а туру и перемещения в упру­

гой с реде можно выр а зить в виде интегра­

лов Фурье - Бесселя:

2 ос>

== - ~ s [p2CJ·2(р) e+pz/' j + B jD 1.2 (р) e+p2/L] ~1 (рг) dp, (3)
j=lo
2 ос>

иг(т, г) = + 2:ki.~l~: с] . 2 (p) e+p2/ ' j + Bi D l .2(p) e+P2/Lj~o(Pf)dP,
j= 1 О
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(7)

(8)

где ~" (г) - функции Бесселя: CJ·2, D\ ,2 - функци и, подлежащие опреде­
лению (индексами 1, 2 и зн а ками + соответственно указана принадлеж­

н ость и скомых функций К полупространствам г ~ О); Aj , kj , 'Ij (j = 1, 2) ­
постоя нные, оп редел яющие соотношени я для которых приведены в рабо­

тах [3, 8).
Удовлетворив граничным услови ям (1 ), (2), пр иведем задачу к систе­

ме парных интег ральных у равнен ий относительно функци й

i (1/) = a-
2
D

k
(р), с7 ('YJ) = а-4 с'; (р), 'YJ = ра. (4)

Если п роизвести замены [7]:

~ ( 1 ) 2( 1 2' (1 2)' sl
~ 1 + k, [\) С! - сj )+В f g -g ]= 0 Фс)(/)СОS('YJf)dt,

2 I

~(1 ~k ,)[ ~ 2 {с/ +сn + l' (gl +i)J' =5 Ф (2) (t) sin ('YJt)dt, (5)
1= 1 I I О 4

" (gl + g2) = SФ(5)', (t) (SiП) ('YJt)dt,
о б , ,' cos

где Фn (х) (n = "Гб) - функции, обладающие свойств ами

ФZm-1 (х) = Ф2m-l (-х), Ф2m (х) = - ФZm (-х), (6)
1

SФ 1 (х) dx = О, т = 1, 2, 3,
о

то граничные услови я (2) удовлетворяются тождественно.

Действуя соответствующим образом оператор ами Сонина [7]
х х

( ) f (р ) d p j f (р) pd p ,
!e1(f (p) ; x) = x V 2 2,ff2 {f (p); x } = V 2 2 ' Р = {;

• х- р х- р

о о

н а остающуюс я часть системы парных интегральных уравнен и й (опре­

деленную при р < 1), придем к системе полных сингулярных уравнен ий

с особым ядром типа Коши и регулярным ядром вида sgn (t - х) отно-

сительно функций Ф 1, • •• , Ф2 • Введением дополн ительных функций ФГ,

9 ± (j = 1, 2):

Ф( ~) (х) = -} (M~I) [9t (X) ± 91 (х) ] , Ф (~) (х) =

= +(_ ~OE) [9t (х) ± 92 (х)],
1 '-. j C-:

Ф (~) (х) = i ['-jJ+ (х) ± ~- (х)], Мо = t V ~. Е = ' 1' 2

указанная система расщепляется на шесть независимых с ин гулярных ин ­

тегральных уравнений вида

1

9(Х) + tg~1ta) J ~~~t = f (x), I x/ < 1, (9)
-1

точное решение которых следует из спектрального соотношения для по­

линомов Якоби [2, 4]:
1

ga (х) p~-a.a) (х) + tg (па) S ga и) p~-a , a) (/ ) df = (10)
1t t - х

- 1

= sec (7I:a.) p~a.- a) (х), Iх 1< ], е. (Х) = ( : ! ; ) а .
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Опуская промежуточные выкладки, приведем окончательный результат ;

± l[ ± ± ]<fl (Х)="2 <f+(X) + <f-(x) , (11)

± J [ ± ±] .. jC j C2
ер2 (х) = 2Qo <f+ (Х) - <f- (х), Qo = V .СБС6 '

ее ,( + ±)
<f~ (х) = ~ ы» n-~±. ~ ± (х) g ± (Х), (12)

n=о . ~ ±

се () 1)'
t± (х) = ~ аn ( ± l)n+! p n:f"4'±T (x)g I (х),

n=о ±т

2 jl (~._l)
а; = сп!) (2n -+- 1) g 1 (х) Р n 4 4 (х) [qo (х) + То (х)] ах,

У2Г (n + ~ )г (n + ~ )_] -4"

+ . _ • i (nl) 2 (2n + 1) sh (1tp ±)
Ьn± = (Ьn±) = 2Г(n+] +ip±)T(n+ l-iР ±) Х (13)

х S g-i~±(Х) p~i~±,-i~±) (х) lft (х) ± QoH (х) Jах ,
-1

~t = i~±, ~;; = - i ~ ±, ~ ± = -.!.. arcth [V~ (VC IC6 ± VС2Сб) 1 ,
п

1

{г (х) = [ио (х) ± iM owo (х)] - +1] [± iС4МО Фб (t) +

+ СЗФ6 (/)] sgn (t - х) dt, tf (х) = [00 (х) ± M~. '1: 0 (х)]­

I

- ~ j [± ~:. Фб (t) + С7Ф 6 (t)] sgn (t - х) dt,

-1

в формула х ), (11), (13) использованы обоэначения :

ио(х) = ~Dx[ Sgn x) ~ , { и (p ) ; IxI JJ; wO(X)=-~Dх{f2 {W( Р) ; х] :

ao(x)=~ {f2 ! = ( O ); !,x l}; 'to(x)=..!~]{'t(p); IхIJ+сопst;
R ' J ~

то(х) = ~ Dx~2 {T ( p ); .( ; qO(x) = - ~ ~2 {q (Р ) ; IxI J; Dx = :х;

,,(I+ k l )- "2 ( I + R2) kl '2-k~'1
С] = - k ' ; С2 = - k k ;

1 - 1<2 1 - 2

Сз= ~ Вm(1- 'L
m ); С4 = t Вm (1- ~m );

т=] I m= l т (14)

(1+ k l ) (1+ k2) ('] - ' 2) '2 k! (1 + k2) - '"k 2 (1+ k,).
Св = k k ; Св = k k '1- 2 1- 2

2 ~

С7 = - т~' Вт (1 + km) (1 - vz); Св = "t, Вт (1 + k rn) ( ~ - ,IJ.
Постоянная, входящая в функцию '0 (Х) (14), определяется из второго

условия соотношений (6).
Таким образом, формулы (3)-(5), (8), (11), (12) дают точное

решение поставленной задачи. В качестве частных случаев отсюда

получаем решение а н ало ги ч ной задачи термоупругости для изотроп­

н ого тела и силовой задачи для трансверсально-изотропного тела,
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Заметим, что скачки норм альных н апряжений и теплового потока
через разрез предсгавляются в виде

I

1 1 d S/фз (/) d/
L(P)=-A a~l-o+-a(p)=---d -=

44 г- Р р V 2 2 '/ -р
?

1

= La~I - о - _ ~..E.. \ / Ф6 (/) dt
Q(p) - дг г=О+ q(,) - р d p V 2 2'

.~ I - р
р

(1 5)

1
- 3

24 --
Q(p):.::::::-To(1- p) 4,

n
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Используя формулы (8), (11) , (12), негрудно по казать , что при подходе

к краю щели характеристики (15) имеют следующие асимптотические
представления:

где, как следует из соотношений (1 3), (14), числа , Р ± Я ВЛ Я ЮТ ' Я комп ­

лексными.

В качестве примера рассмотрим случай , когда верхняя ловерхность

щели жестко защемлен а и поддерживается при постоянной темпе р а.

туре, а нижняя поверхность с вободн а от напряжений и гепло изолиро,

в ана (это соответствует отслои вшемуся тонкому жесткому вкл ючению

[5]) :

U (р) = w (р) = а (р) = 't (р) = q(p) =О, Т (р)= То = сопэт . .

Тогда ДЛЯ функций Фб , Ф 6 , определяющих температуру в среде, получим

простые соотношения

в окрестности края щели имеем

9

24 ~
t (р) =т (р) - т Iz=o- :.:::::: -n- тО (1 - р) 4 ,

Р -+ 1 - о.

Упрощаются также соответствующие выражения для термоупругих

перемещений и напряжений, поскольку в этом случае согласно (13), (14)

+ ish (n~ ±) (n !)2 (2n + 1) rl и~± .-E~± )
Ьn ± = 4Г (n+ 1+ iP±) г (n+ 1 _ i~±) ~l g-lР ± (х) Рn (х) dx х

1

Х I [i (С4МО ± C~~EO ) Фб (t) + (СЗ ± C7Qo) Ф6 (t)] sgп (t - х) dt.

-1

Заключая, отметим, что данным способом можно также точно

решить задачу, когда температурные условия поменять места ми. Не

представляет принципиальных трудностей рассмотрение этим же
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подходом ситуации, при которой на отслоившемся тонком недеформи­

руемом включении заданы условия теплообмена по закону Ньютона с

различными коэффициентами теплоотдачи на противоположных поверх­

ностях.
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При проектировании крупных магнитных систем возникает проблема

расчета прочности элементов их конструкций [2, 5, 1О), находящихся

под действием пондеромоторных сил [8] и интенсивных температурных

полей. В статье излагаются постановка и численное решение задачи

поэтапного комплексного анализа напряженно-деформированного состо­

яния (НДС) [9] ОДНОВИТКОВОЙ бандажированной обмотки гипотетиче­

ской тороидальной магнитной системы по конструкции и уровню маг­

нитного поля [2, 3] близкой к существующим магнитным системам.

Обмотка рассматриваемой магнитной системы, предсгавляюшая

собой кусочио-однородную пластину переменной толщины в цилиндри­

ческой системе координат с учетом плоскости симметрии 2=0 и плос­

костей циклической симметрии, изображена на рис. 1.
Применение поэтапного комплексного анализа НДС подконструн­

ции, элемента конструкции сводится [9] к расщеплению общей з ада ч и

по физическим пропессам и сведению ее к последовательному или

параллельному пошаговому решению простых задач, связанных через

начальные и граничные условия и удовлетворяющих требованиям

однородности [11]. Комплексное исследование состояния рассматрива­

емой конструкции сводится к решению задач диффузии магнитного

поля, теплопроводности и анализа :НДС.

Каждая простая з адач а может быть отображена в простой модуль,

решающий конкретную физическую задачу в соответствии с выбран­

ной расчетной схемой. Информационная совместимость модулей, реа­

лизующих отдельные эта пы решения, обеспечивается- применением на

всех этапах одного метода решения и единого тополого-геометрического

представления элемента конструкции.

Предположим, что из условий постановки физиче ского эксперимента

' з адан а форма импульса магнитного поля во времени (рис. 2, кривая n:
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