
ухудшает значение функционала. При углах текстуры , превышающих 45о ,

оптимальный при ~ = о проект становится неэффективным,
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Усnовия неидеального тепло во го

контакта двух тве рды х тел , со­

п р я женных с пом ощью тон ко го

промежуточ ного сл оя , были по­

лучены Я . С. Подстр игачем [4, 5].
В дальней шем он и его ученики,

основываясь на изложенных в

этих работ а х идеях , предлож или

различные обобщения усло в и й

неидеальн ого как теплово го, так

и тер мом ех а н ического контактов

двух тел , сопряженных ч ерез эле ­

м е нт типа промежуто ч ного слоя

[6, 7, 10], а также двух соп р я­

женн ых встык пл астин [3, 8].
В н астояще й ра боте условия не­

иде ального термом ех анического

контакта пол у ч ены в случае , ко ­

гда количество сопрягаемых тон ­

костенных эле м е нто в ( обол оч е к,

п л астин ) произ вольно , со п ряга 10­
щий элемент имеет п ро извол ь ное

по п ер ечное сечение , взаим ное р а з­

м ещение среди н ны х п о в ер хностей

оболочек (пласти н ) и ос и сопря ­

га ющего их стержня также до ­

статочно п р о изволь но .

Рассм от р и м систему , состоя­

щую из п обол очек (пл а стин) и

сопр я г а ющего их плоского кр иво­

линейного стержня проиэ вольно го

п оперечного сечения под воздей­

ствием тепловых и силовых фак­

торов . О бщи й вид системы изо­

бражен н а рис . 1; на рис. 2
предста влено ее нор м ал ьн ое к ос и

стержня сечение. Стержен ь отне­

сем к смешанн о й системе коорди -

Рис. 1.

Рис , 2.
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(1)

нат \)(80: оси \) и ~ совместим с главными ос ям и поперечного сече­

ния; в качестве координатной линии "(i = O, ~=O выберем некоторую

эквидистантную оси стержн я кривую ,1 будем ее н азы в ать б азисно й

линией; 80 - длина дуги этой лини и. Б азисная ли н ия , в частности,

может совп адать с осью стержня.

Кинем ати ч еские соотношения для р а ссм атриваемого плоского кри­

волинейного стержня представим в векторн о й фор м е

- duo - - duo - d8 - -
ео = '1: -d ' 80 = i: Х -d ' U) = -;:;- , 8 = 80 + 80,,'1: .

50 50 .. 50

Здесь ее - относител ьное удлинен ие базисной ли ни и ; ИО - вектор пере·

мещений базисной ли н и и ; 8- вектор поворота осей подвижного трех ­

гранника базисной линии вследствие деформаци и стержня ; 80" - у гол эа-

кручивания: U) - вектор относительной угловой деформации ба зисной

линии; производна я в этих соотношениях берется в неподвижной системе

координат хуг .

Из услови й р авновесия всех приложеиных к элементу d80 сил по­

лучаем

(2)

(4)

-> -+
в уравнен иях (2) обозначено: V и М - главны й вектор и главны й \10 '

мент внутренн их напряжений, действующи х в п оперечном сечении стерж -

ня; Лi\ ,) и М \ ') - векторы усилий и моментов, передающихся от соп р я-- -
гаемы х оболочек ; q - вектор распределенных по длине стержня сил; т -
распределенны й вектор-момент; ' 0 - р адиус кривизны базисной лин ии;

г , (i = Гn) - р ади ус кривизны лини и пересечен ия срединной поверхности

,-й оболочки и боковой повер хности стержня ; р, - радиус-вектор точки

пересечен и я этой ли н ии с плоскостью поперечного сечени я.

для нормальны х к поперечному сечению стержня напр яжений а (в

пренебрежении взаим ным надав л иванием его п родольных волок он) на

основан и и г и потезы плоски х сечен ий имеем [9]

а = Е [(ео + C U)o~ - \)U)o' )'o (го - \) сов 'f + С si n ср )- I - ёtt l . (3)
Здес ь U)O~ (U)Ot ) - обусловленный деформацией стержн я относительный

угол поворота поперечного сечен ия относ ител ьно оси О\) (ОС ) ; Е, а­

модуль Юнга и коэффициент температурного расширения матер иала

стержня; t - темпер атура стержн я.

для определен ия усилий и моментов

V" = SS adF, M~ = Н aCdF, М, = - н a\)dF
о о D

С учетом выражения (3) получаем

V" = Е (Аооео + Ао I(l)O ~ - А \OU)O, - аРТ) ,

М'1 = Е [Ao1 eo + A02U)0 ~ - А I IU)O: - а. (\Vхех - yoFT)],

М, = Е [А 10ео + А II U) O~ - A 20U)0: - а. (W ц8 ц - xoFT) ],

A'j = го Н \)iC' (го - \) сов е + (s in ;0) - 1 dF.
D

Здесь Т, 8 х , e~, - температурные аналоги осевого усилия и изг ибающих

моментов в стержне [9J; W х , W у - моменты сопротивления поп еречного
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сечени я стержня при его изгибе относительно главных центральных

осей х 'у'; ХО , уо - координаты точки пересечения базисной линии с по­

перечным сечен ием стержня в системе коорди нат х'у' .

Связь между к рутящим моментом М, и относительным углом закру­

чив а н и я 000 , в задаче тер мсупругости такая же, как и при отсутствии

тепловых воздействи й [9J:

(5)
G - жесткость стержня при кручении.

В случае идеального механическо го контакта в областя х сопряже­

ния должны выполняться (кроме условий непрерывности напряжений,

уже использованных выше при получении уравнений равновесия ) также

условия равенства векторов персмещени й сопрягаемых элементов

(6)

где ;i - вектор перемещений точек i- й оболочк и ; и - вектор перемешений
точек стержн я ; S i - поверхность контакта i-й оболочки и стержня .

Из соотношений (1 ), (2) и (4) - (6) получим условия на величины,

оп исываюшие на пряженно-леформи рова н ное состоя ние оболочек. Рассмог­

рЮ1 сл уча й, когда поперечное сече н ие стержн я имеет ось симметр и и,

лежа щую в плоскости оси стержня ; в качестве базисной выберем ней­

тр а .1 Ь Н УЮ линию (для чистого из г иба стержн я в плоскости его оси) .

В этом случае <f = О ; А 10 = АО 1 = А 11 = О ; уо = О; Ха = \]0; \/0 - расстоя­
н ие от нейтральной линии до центра тяжести области D, оп ределяемое

по известной формуле [12J.
Предположим, что линия пер есечения срединной поверхности i-й

оболочки с боковой поверхн остью стержня совпада ет с координатно й

линией (J.i = cons t (i = 1, n). В этом случае для векторов контактных

ус ил и й N\i) и контактных моментов M\i) имеем следующие представле­
н и я [11]:

-+N U) - ( l~ , ' i ) -e ' i) + T(i)-e(i) + Q(i)-e(i) M-+(i) - М " '-еи) M 'i)-U) (7)
• 1 - - . v 1 а 1 ~ ! i 1 - 1~ а - I e~ .

Запишем зависимости между ортами -;~i), -~~i) , -;~ i) И e~ , ег, .; (см .
р и с . 1-2):

-;~i) = _ ~ s ill (~ i - 'f'i) - ~ cos (~ i - Cj> i) , -; ~i) = :;,
-+ ( ") -- -. --
е,' =- е~соs('.jJ i- 9 i)+ е( siП(\j! i- 9 i) и = 1 , n),

а также зависимости между ортами e~ , е" т и их проиэводными:

(8)

-+ - 1-+ -+ -1 - -
(e1j) S= -'0 -с , (-t)5= ' 0 e~ , (e1j)S= О, (9)

(.. ')5- з нак локальной производной по координате 50.

На основании гипотезы плоских сечений и теоремы Шаля [2] имеем

и =ио+(6 х р) , p = \/e~ + ~ee . (10)
- - -_ _Из_ равенств (6) с учетом разложени я векторо в и, ио, 6 по ортам

e~ , ее , т, выражений (2.2.5) и (2.2.6) из [П], а также формул перехода

от координат (J.i, ~i , j i К координатам "1], ~ , 50 (8) получаем

-и ; = Ug~sin(o/ i - <Pi) + Uo, COS(\j!i- <f i) +
+ [\/i соз (\j! i - 9 i) - ~ i s in (\j!i - 9 i)J 81)<, (11)

w:= -иo~ cos (\j!i - 9 ..) + uaesin (\j!i - 9 i) +
+ ["I]i siп (0/. _. 'f' '')+ ~ i COS (\j!i - 9i)J 6 0н
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• ( -1 дWi и») --
V i = ИО~ - 'YJ180e+ Ci80~, А I да i - k, ц, • = -80. (i = 1, n) .

В соотношениях (11) ш, V(, WI - составляющие вектора перемещений i-й

с болочки; иo~, ив«, ив; (80~, 80" 80~) - составляющие вектора перемещений

(углов поворота) базисной линии стержня; Ai , k\') - коэффициент Ламэ
и соответствующая координате ai главная кривизна срединной поверх­

ности i-й оболочки; <p i - угол между осями 0\/ и OiYi; O,X'Yi - локаль­

ная с истема координат , связанная с i-й оболочкой (см . рис . 2); tjJi­
угол В плоскости поперечного сечения стержня, образованный нормалями

к поверхности 5 i и срединной поверхности i-й оболочки ; \/ i, Ci - коор­

динаты точки О, в системе 0\1(; звездочкой отмечены зна чения соответ­

ствующих величин в областя х контакта .
. Из соотношений (11) (при i = 1) и второго из соотношений (1)

имеем

ио : = w:l >, иo~ = U~I), ие , = V~l), 80 ~ = -8~1),

80'1 = (W~I»)s, 80: = (и~I»)s + ro18~ 1). (12)

(1 3)

(14)

Здесь обозначено:

u:i
) = -и: sin (Yi- <pi) - Ш; cos (tjJi - <Pi) - (iO~J),

(1)' • (1)--
Ш. = - и, cos ( '~i - <р) + Wi sin ('f i - <pi) + \)18. (i = 1, n),

( i) - 1 I • [ • • .
V. = Го (Го - 'fji)IVi + С -Ui COS (Yi - epi) + Wi SlП ( f i - epi)]s -

[
• . • I

- У, ' u,s ln (Yi- epi) + WiCOS(tjJi -ер i) ]s(,

(1) [ -1дш i (1) 1 ( -1 . -1 dО. = A i ~ - k l и, ,(... )s= 1-\/I'ГО )81 ёГ'
' . ? I

Выражения (12) ДЛЯ составляющих вектора перемещений и вектора

углов поворота баз исной линии стержня подставим в оставшиеся ненс­

пользованными 4 (n - 1) соотношений (11); в результате имеем 4 (n - 1)
условий , которым должны удовлетворять перемещения оболочек в облас ­

тях соп ряжен и я:

и(I) = ц( 1) W (i) = ш(1) v(l) = v( 1) 0«) = 0(1 ) ( ' 2 )
'* .' •• ' '" ;t ' * '" '= ,n .

Недостающие 4 условия получим из уравнений р авн овесия стержне­

вого элемента (2). Из соотношени й (4) в рассматриваемом случае для

усилий и моментов имеем

V~ = ЕР (ео - аТ), M~ = ЕА0 2 (ШО~ - WxA 02l ex) ,

М : = ЕА 20 [(J)o: + аА;/ (Wy0 y- \10РТ) ] , M ~ = аюо~ . (15)
.....

В формулы (1) B~'::CT~ век,::оров ио и О внесем их разложения по коор-

дин атным ортам e~, е, и "с и используем формулу перехода от производ­

ной В неподвижной системе координат XYZ к локальной производной

[2] и формулы (12). В результате для относительного удлинения ео и со­

ставляющих вектора относительных углов поворота шо~, ШО:: и Шо . базис­

ной линии стержневого элемента получим

ео = (v~'»s + Го' (W~I ») s, (J)О ч = - (w~' ») s s - Гo'o~'),

ШО~ = (U~I» 5 5 + (ro'v~'»)s, ша , = - (0;1»)'5 + го l (ш~ 1 ») 5' (16)

Из уравнений равновесия (6) с учетом (7) - (9) и (15) - (16) имеем

А [(V~I») s -- Го'и:1)]5 - СГо! [(и:1»)s5 + (rov: 1J
) 5]5-

n

- ~ ( ifo 2 [M(/JCOS (у , - epi) + (го - 't;/i) T\i)] =
{='

= а [(1 - 'YJoro') А (T)s- W"го ' Aw
lC

(0 y) s] - те.
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n n
"! -! [Ми) I ) r(i)J) ~ к'н:-1..J \fifO l Z C O S ( '-! , - у , -\}' 1 s - L.J (ifO (=
(=I (=\

= а (А ['l] 0 (r) ss- ToIT] - CWf,A 20' (8uJ ss) + No - (т,)о, (17)

- В [(W~ I »)ss + ro18~I )Jss + G (го ' [- (8~1)) s + го! (w~!»)s])s +
n n

+ ~ (riTOI [-М 12 siп (~, - <p i ) - (,r\')J)s+ 1: (ifO! Р: =
(=! ,=1

= а.ВWхАё2 ! (8x)ss+ РО (m1J )s,
G[- (8~1»)s + го! (W~!») s]s + ВГО! [(W~!») ss + roI8~I)J-

n
'" -1 ((1) * *) -1-k-J TiTO M , -\}iР,-СN, =-ClВWх (ГоА о 2) 8x - m t •

(=1

Здесь А, В, С - жесткости стержня на растяжение и изгиб, А = EF,
В = ЕАо2 , С = ЕА20 ;

н; = Ы\'! siп (~, - <р,) + Q\il cos (~, - <р,),

Р; = Ni:) cos (~; - <р,) - Q\i~ siп (~, - <р,).

с тношен и я (14) и (17) представляют собой 4n условий, которым

-О,::БНЫ уловлетвор ять решения уравнений термоупругости оболочек.

так и . образом , для о п р еделения термонапряженного состояния системы

п ( - : зочек , со п ряженных с помощью стержневого элемента, необходимо

ре э н т ь у р а в н е н и я , описывающие напряженно-деформированное состояние

оболочек ( 1, 11], при соответствующих краевых условиях и услов иях

(14) Е 17) .
Соотн шен и я (14) и (17) представляют собо й условия неидеальн ого

термомеха н исеского к онтакта сопряж енны х оболо чек. Они непосредствен­

но свя зы в а в персмешен и я . усилия и моменты сопрягаемых обол очек

и содер жат 3 качестве коэффициентов физико-механические и геометри­

ческие па ра метры стержневого элемента, посредством которого осушест­

вляется соп р я жен ие , а также интегральные характеристики его темпера­

турного поля.

Если поста влен на я задача для сопр я гаемых оболочек решена, то

перемешения, дефоР:·1 3 !... Е И , моменты и осевое усилие в стержневом эле­

менте определяютс я угем Д ифференцирования известны х уже величин

по формулам (12), (1.3). (1 .5) н (16), а для определения перерезывающих

усилий имеем выражен ; ' я

n

V, = (M1J)s - rolM, -.2: ( :Го ! [M\'d sin (~, - <Pi) + (,Т\')] + ,~,
;= 1

которые, как и соотношен ия (17), следуют из уравнений равновесия

стержневого элемента (2).
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В. С. Попович

УРАВНЕНИЯ ТЕРмоупРугоети АРМИРОВАННЫХ

ПЛАСТИНАМИ ИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ

Получ ен о 15.02.84

Рассмотрим тел о, а р ми рованное слоями конечной ТОЛЩИНЫ (рисунок).

Физико-механические характеристики такого тела можно представить

в виде [5]
п

р (г) =-~ Р! + (ро - Pl) 1: N, (г),
1= 1

(1)

(2)

где NI(Z) =S_(Z-h l +/l)- S+(z- hi-h); р -, Ро-физико-механичес­

кие характеристики основного матер и ал а и материала армирующих слоев;

hl - координата с редин ной плоскос т и i-ro слоя; п - количество армирую­

щих слоев; S± (;) - асиммет р и ч ные еди ничные функции [2J.
Подставив коэфф ициент теплопр о водн ости л,( (2), удельную тепло­

емкость с (2) и плотность р (2), представленные в виде (1) , в уравне н ие

теплопроводности неоднородного тел а [1], учитывая при это м, ЧТО

в в иде (1) пр едставляется и любая комб и на ци я характеристик , а коэф ­

фицие нты Л я м е /..,(z), [.l(2) и те мпер атурный коэффициент л и ней ного

р асшир ения щ (z) , представл енные а налоги ч но,- в у р а в нен и я движе­

ния неоднородного тела [1], после некоторых преобразований прихо ­

дим к ур а внени я м термоупругости арм и р ов а н ных тел с коэффициентами

типа ступенчатых и импульсных функций:

),iО ) _ л } l ) ~[~I _ -.3.!.../ +]-ы + (1) LJ дг __0-(" - h, ) - дг _ +o+(z-hl ) -
Л/ z-h. z-h.

;= 1 t t

[ 1 ( 1 1) ~ J' [ 1 ( 1 1) ~~ 1= а+ а-а ~ N,(z) t- :1.:1 : + 1.(0 ) -,(1) ~ м , и Ш/ ,
1 о I 1= 1 . / / 1\/ 1=1

п

~ц + (1 + Wл) ~: + 1'01'~ r l~ ( ( ~; + ~~)Iz=,,-/- (г - hi) -

(
дu дш ) I ~ .( +)1 дВ ..- дi + дХ Z=hto+ z-h i j = W ~ дi + Wp!J (х, и<=у, и),
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