
Для изотропных тел функция W* может быть записана как функ

цИЯ ОТ ск ал я рных инвариантов совокупности указанных тензоров. Если

- - - - d -
учи гывать только тензоры va , VХ а И d~ а, пренебречь различием между

( d~ д;)
субста нциональными и лок альнымн производными по времени d~ ~ д~

и огранич иться с каля рным и инвариантами не выше второго порядка , то

функци я u-'" я вл я етс я фун кцие й следующих ин вариантов:

( 1) jk i 1 ( 1) jk i / (1 ) i k j
11 =!-'- i tJ. j kt :2 = ~ i i-I- k j , 3 =;..t i !-'-k j,

(1) ik j (1) i i k.
14 =!J- i [-ч k, 15 = (-! jfJ- k ,

1(2) [ , 1 (2) j i 1(2) i j.
I = \1i, 2 = "~ ; п, , 3 = \1 "lJi j ,

, i j
(3) дз i (3 ) дз i дз i

11 = -д I 1 2 = -д -д '
~ ~ ~

V - nk' да' j
1(2.3) = с k ' g u. '-"n , , д, . (16)

Здесь CiP' - символ Леви - Чивита; g = Det 11 gij 11;

'k даfk Zk! и k I с: - j V- nki.
!J-i! дх ; + а Ги + аl Ги ; 'YJi = 1,V Х а) ; = gCnki!-'-',

nk! k j аm
fJ. = fJ. m g ;

1~;!, I ~; , I~, 1 _ скалярные инварианты тензоров туа, VХ; и :~; соответст-
- - д - .

венно ; 1':·31_ скаля р ный инвариант, общий для тензоров va И д, а; II =

= [5; i 2 = П; iз = 1, 2.
Отметим , что дальне йшая конкретизация критериев W и W * должна

выполняться с учетом специфики решаемых задач оптимизации, вида и

характера внешних воздействий, условий существования решений фор

мулируемых экс т р емальных задач термоупругости.
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Анализ оптимальных неоднородных р а спредел ений армирующего м ате

р и ал а в КОНСТРУКЦИЯХ 113 композита может б ыть проведен с испол ьзо

в анием различных р асчетн ых схем . По способу введения управляющих

функций расч етные схемы в задач а х оптимизации делятся на с хе м ы

с применением феноменологического подхода и схемы, ос но в анн ые на
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понятии эффективных модулей. В первой группе схем предполагается

непосредственное использование уравнений теории упругости анизо

тропного композиционного материала. Тензор упругих постоянных

Ci j k / определяется из испытаний образцов армированных материалов.

Во второй группе схем тензор упругих постоянных Ci j K/ определяется

механическими и геометрическими хара ктеристиками фаз (внутренними

свойствами) композита.

По степени анизотропии композиционные материалы делятся на

группы изотропных и анизотропных композитов . К первой группе отно

сятся хаотически армированные гранулированные и коротковолокнистые

композиты, ко второй - слоистые, волокнистые и текстурированные

композиты. Эффективные модули композиционных материалов зависят

от формы, размеров , ориентации армирующих включений и для кон

кретных типов м атериалов определяются методами микромеханики

композитов [2, 3]. Считается, что модули упругостн соста вл яющих фаз

композита (арматуры и матрицы) заданы . Основной характеристикой,

определяющей ве.1ИЧИНЫ эффективных упругих постоянных компози

ционного материала, является концентрация армирующих в ключений

'YJ (XI, Х2), (Х) , Х2) EQ, Q - область, занимаемая рассматриваемым эле

ментом конструкции. Для анизотропных композитов можно ввести

дополнительную управляющую функцию, а именно: угол СХ (Х), Х2)'

который образуют локальные оси анизотропии с введенной системой

координат ОХ)Х2 ' В случае, когда направления укладки волокон разо

риентированы относительно преимущественного направления укладки

СХ (Хl, Х2) и по некогорому фиксированному закону распределены в кону

се с углом раствора ~ (Х), Х2) (текстурированный композит), в качестве

управляющей функции принимается также угол текстуры ~ (Х" Х2),

Подчер кнем. что управляющие функции 1'] (XI, Х2) , CX(Xl. Х2). B(XI. Х2),

определяющие эффективные модули упругости композита, изменяются

13 области Q, заннмаемой материалом элемента конструкции.

В реальных условиях работы конструкции реализуется сильно

несднородноенапряженно-деформированноесостояние, которое характе

ризуется наличием областей концентрации напряжений. Снижения

кон.центрации напряжений можно добиться путем рационального арми

рования, т . е. создания такой внутренней структуры материала, которая

в наибольшей степени отвечала бы требованиям обеспечения несущей

способности конструкции в целом. Перемещение материала из областей

конструкции с малой интенсивностью напряжений в области, восприни

мающие основную нагрузку (управление концентрацией включений),

и подкрепление сильно нагруженных направлений (управление углом

укладки и текстурой) на практике могут быть реализованы путем

использования неоднородных и анизотропных материалов.

1. Постановка и основные соотношения задачи минимизации подат

ливости. Рассмотрим задачу минимизапии податливости слоисто-волок

нистой упругой композиционной пластины, которая представляет собой

квазиоднородный пакет, состоящий из монослоев, армированных высоко

модульными волокнами, и прослойки из связующего. Пластина занимает

область Q плоскости XIX~, ограниченную кривой Г = Г', + Ги . На части

границы Г, пластина закреплена (и) = О, и 2 = О), а на части Т', заданы

усилия ql и q2. Минимизируемый функционал (податливость) определяется

интегралом fJ = Sq/u/drq, и рассматривается задача

fJ* = min fJ. (1)
~ . е , ~

Здесь минимум отыскивается на множестве управляющих функций

{'YJ (Xk), а (Xk) , ~ (Xk) j, k = 1, 2, удовлетворяющих ограничениям

0-< 'YJmin -< \1 (Х1 , Х2) -< \/тах -< 1, - 11: -< а (Хl, Х2) -< '1';,

О -< ~mi n -< ~ (Х!, )( 2) -< ~тax -< т. /2. (2)
Полное количество армирующего материала (волокон) фиксировано!

I - S'IJ (Xj, Х2) dQ = const. (3)
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Действительное распределение смещений Щ, i = 1, 2, реализует ми

нимум функционала

П = SC iik l~ijSkldQ - 2 SqlUldrq , ч, = (иц + uj,i)/2. (4)

То обстоятельство, что для минимума функционала (4) имеемfJ = -п,
позволяет свести задачу (1) к последовательному отысканию минимума

и максимума функционала П :

fJ* = -тах тiпП
~, а. ~ U

(5)

с учетом ограничений (2), (3).
Входящие в (4) приведенные модули упругости Cijkl даются фор-

мулами

,,/2

С ijkl = (1 - х) C;jkl + Х 5 C:np,nminnjnpkn,IP (а + 8) d8,
-,,/2

где пц - компоненты тензора поворота (nll = П22 = cos 8, П1 2 = -П21 =
= sin 8); у. = Na/N - коэффициент армирования; N = Na+ Nc- полное

число слоев квазиоднородного по толщине пакета; Na - число армиро

ванных волокнами монослоев; N с - число слоев связующего; Р (8)-
функция текстуры; C; ikl, C;jkl - приведеиные модули упругости слоев
связующего и армированных монослоев. Последние вычисляются по фор

мулам

(а (8)-

8Z[-~, n
8E[-~, n
~ = О, то Р (8) = а (8)

С';"I = АЕll, С;222 = АЕ2 2 , C ~ 212 = 1-'-12,

C ';122 = C;211 = A'I21Ell, А = 1-'112'121.

Усреднен ные технические постоянные монослоя зависят от концентрации

армируюшп х волокон \) (Xl' Х2) И даются формулами [2]

Е, ; = ~Е, + (1- \1) Ет , Е2 2 = EtEm/['fJEm + (1- \) Ef ] ,

'121 = 'I 12E 11/E22 = '1J'If + (1- 'fJ ) '1т, 1-'-1 2 = G,Gm/[\jGm+ (I-\))GfJ ·
В приведенны х н иже расчетах использовались следующие значения мо

дулей Юнга и коэффициентов Пуассона волокна и матрицы:

Е, = 4,13·\0" Па, 'If = 0,2, Ет = 3,45.109 Па, '1т = 0,34.

Внутренняя структура текстурированногослоистого композита ха

рактеризуется разбросом углов ориентации ВОЛОКОН в монослоях отно

сительно преимущественного направления а (х!/). Функция текстуры Р (8)
равна вероятности отклонения элементарного волокна н а угол 8 от

преимущественного направления укладки. Число армированных моно

слоев, направления волокон в которых лежат в интервале (а + 8 -d8/2,
а + 8 +d8/2), равно dN a = NaP(a + 8)d8.

Ниже в конкретных расчетах использовалась ступенчатая функция

распределения Р (8) в виде

{
О ,

Р (8) = (2р (Хl, X2»-I,

где ~ имеет смысл угла текстуры. Если

функция Дирака).

2. Метод решения задачи оптимизации. Задача оптимизации (5)
является самосопряженной, условия оптимальности выписываются с

помощью известных методов [1] и из-за краткости изложения здесь не

приводятся. Для численного решения задачи (5) используется один из

вариантов метода последовательной оптимизации [1], в котором «пря

мая» задача отыскания внутреннего минимума в (5) решалась методом

конечных элементов, а улучшающие вариации управляющих функций

формировались по методу градиента. Ограничения (2) снимались с

помощью преобразования Валентайна [1]. Алгоритм допускает отобра-
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I

жение сложной исходной области на каноническую квадратную. Квад

р атн ая область р аз бивалась н а 169 четырехугол ьных полностью согла

сованных комбинированных элементов , каждый из которых состоит из

]6 треугольных симплексов . Аппроксимация функиионал а (4) , получен 

ная с помощью оп иса нного выше конечного элемента , использовал ась

дл я н ахождения приближенного минимума (4) методом ускор енно го

покоординатного спуска . З ам етим , что этот метод в термин ах решения

системы линейных уравн е ний совп адает с методом последовательной

верхней релаксаци и. Указа н ный алгоритм реализован в виде программы

н а языке ФОРТРАН . Характерное время расчета варианта задачи (5),
достаточное для получ ения оптимальных распределений управл яющих

функци й с точностью н е менее ]0 -4, составляло 30 мин на ЭВМ типа

ЕС-1055.

3. Результаты расчетов. Н а рис. 1 пред- ~,

ставлены результаты расчетов дл я случ ая , ко- I
гда функции и (X k ), ~ (Xk) фиксированы (и =
=0, ~= л/2 , Х = 1), а 11 (хь ) (0-<11 <:':0 ,5) явля
етс я иском о й управляющей функцие й. В это м

случае п а кет MOHoc~oeB изотропен в плоско

сти Xt X2'
Изолин ия ми пок аза но оптим альное распре

делен ие кон центр а ци й а рм ирующих волокон

для четверт и сечен ия квадратного об разца , в

котором р еа л нзов а и о напряжен но -дефо р м ир о - oL-J.---''-------~

в а н ное состоя н ие с гр анич н ым и услови я м и в

п ерем ещен иях иl(О, Х2) = - Uj(a, Х2) = 1 -2Х2/а,

и2(0 ,Х2 ) = и2 ( а, Х2) =0, а сто роны Х2= 0 , Х2=а

свободны.

Н а рис. 2 показаны опти мальные направлени я укл а лк и а р мир у 

ющих волокон в половине квадратной пл астины, когда функции ~ (Х ,, \

и 11 (Xk) з а ф икси р ов а ны (~ = О , 11 = Х= 0,5). Пластина жестко аак р епле на

в области вырезов и нагружена в малой области (н а элем ентарно й

ячей к е) .
Выигрыш от оптимизации р ассчитывалея тю формуле 0= 1-'lJ*! 'lJо ,

где 'lJ 'x, 'lJo- значен и я функционала податливости для опти мального

и арми рован ного однонаправленными (u=n/2) волокнами об р а з цо в.

В р а ссматриваемой з адаче выигрыш от оптимизации составил 45,8 о /о .

дл я а н ализ а возможности оптимизации с учетом ф а кто р а те ксту р ы

р асс м атривалась параметр ическая з адача миннмиэ ации функционала

(3) . В данном случае упр авляющим я вл ялся параметр текстуры ~

'(т . е . те кстура постоянна во всей обл асти Q). Оказывается, что опти

мальным выбором параметра ~ можно снизить значение функционала

податливости. Так, для пластины, н агруженной, как показ ано н а рис . 2,
оптим альный угол текстуры ~ (для однородного распредел ен ия u = л/2 )~

р авен 550. При этом выигрыш за счет оптим из аци и составил 27 %.

~
о а х"

Рис. 2.

п тr ~

8' '4 ~

Рис . 3.

На рис. 3 показаны графики зависимости величины т = 'lJ (~) !'lJ ( ; )
от п араметра ~. Здесь 'lJ (~) - значен ие функционала, соответствующее
угл у текстуры ~. Кривая 1 соответствует оптимальному распределению

(J. (Xk) , приведенному на рис. 2, кривая 2 - ориентации всех волокон под

углом о. = '1' /2. Как видно, наличие текстуры в данном случае только
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ухудшает значение функционала. При углах текстуры , превышающих 45о ,

оптимальный при ~ = о проект становится неэффективным,
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Усnовия неидеального тепло во го

контакта двух тве рды х тел , со

п р я женных с пом ощью тон ко го

промежуточ ного сл оя , были по

лучены Я . С. Подстр игачем [4, 5].
В дальней шем он и его ученики,

основываясь на изложенных в

этих работ а х идеях , предлож или

различные обобщения усло в и й

неидеальн ого как теплово го, так

и тер мом ех а н ического контактов

двух тел , сопряженных ч ерез эле 

м е нт типа промежуто ч ного слоя

[6, 7, 10], а также двух соп р я

женн ых встык пл астин [3, 8].
В н астояще й ра боте условия не

иде ального термом ех анического

контакта пол у ч ены в случае , ко 

гда количество сопрягаемых тон 

костенных эле м е нто в ( обол оч е к,

п л астин ) произ вольно , со п ряга 10
щий элемент имеет п ро извол ь ное

по п ер ечное сечение , взаим ное р а з

м ещение среди н ны х п о в ер хностей

оболочек (пласти н ) и ос и сопря 

га ющего их стержня также до 

статочно п р о изволь но .

Рассм от р и м систему , состоя

щую из п обол очек (пл а стин) и

сопр я г а ющего их плоского кр иво

линейного стержня проиэ вольно го

п оперечного сечения под воздей

ствием тепловых и силовых фак

торов . О бщи й вид системы изо

бражен н а рис . 1; на рис. 2
предста влено ее нор м ал ьн ое к ос и

стержня сечение. Стержен ь отне

сем к смешанн о й системе коорди -

Рис. 1.

Рис , 2.
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