
h j

k h = - между толщинами составных слоев. Сплошные кривые 1 - 3 от-h 2

вечают значениям kh = 1; 5; 1/5. Штриховыми линиями показаны зави

симости этих же частот, найденных в точной постановке, т. е. из урав

нения

С2 sin ((J)h2C21) cos «(J)h 1ci l) + Сl sin (wh 1ci') cos {wh2C2'j = О.

Как видно из рисунков, соответствующие точные и приближенные значе
ния собственных частот отличаются не более чем на 15%.
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Одним из ва жных этапов математической постановки зада ч оптимиза

ции в механических системах является выбор критериев оптимизации.

Поскольку термоупругие тела относятся к системам с распределенными

п араметрами, то в к а чест ве кр итер ие в оптимизации н ап ряженно-дефор

мированного состояния обычно принимают функциональные критерии

вида

' о

d{ = S S WdVd", (1)
о (V )

где W - плотность локального критер ия оптимизации; О":;:Т ":;:ТО - р а с

сматриваемый промежуток времени; .(Vl - область, занимаемая телом.
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(3)

(4)

составляющи х, т. е.

тензор а н апряжений
ij

е(е) уравнен иями со-

В з адач ах опти м изаци и локально го нагрева оболочек и пластин, когда

требуется обеспечить низкий уровен ь напряжений или н епереход в

область уп руго - пластическо го деформ и рован и я, в качестве W прини

мают соответствен но плотность э не р гии уп ругой деформации и плот

ность энерги и формоизменен ия [1- 3].
При р еш ен и и з ада ч оптим изаци и с целью обеспечения локальных

параметр о в качества фиксируют область из менения х ар а ктеристик

напряжен н о-д еф ормиров а н н о го состоян и я , пределы допустимого из ме

нения функции W, а та кже используют другого вида огр аничен ия,

заданны е в в иде р авенств ил и нер а венств . для обесп ечения оптимиз а 

ции наиболее н апряженных уч астков тела можно эффекти вно и спо~ьзо-

вать функцию вес а к ритерия по координатам и времени ср =ср ( г, 'Т)

(~- радиус- в ектор произвольной точки области (V)). При такой
постановке исходный функцион ал (1) принимает вид

J{ = s' s 'fWdVd1;. (2)
О (V)

Ниже р ассматрива ются некоторые общие вопросы построения фун к

циональных критериев оптимизации напряженного состо ян и я вида (1)
или (2) , в частности, с целью более полного учета требо ва н и й локал ь

ной оптим из а ци и .

1. Пусть тер моу п р у г ое тело, отнесенное к криволиней ной системе

к оорди н ат !х ' }, н а ходи тс я в услови я х нестационарного н агрев а и под 

вергается воздействию внешних СИ.'10ВЫХ нагрузок . В предела х линейной

теории напряженно -деформирован ное состоя н ие в кажды й момент време-

н и 1; хара ктер изуетс я [1, 4, 5] тен зо ром напряжений ; = оi§;Эj, тензором

полной деформаци и е = ei?i fJi, тензор ом упру гой дефо рмации е(е) = е~?эiэt
- щ (O- i-; - д -

и тензором тепловой деформаци и е = ец Э Э . Здесь Э, = - . г ; (Э i ) ,
дх'

{Эi } (i = ""[3) - ковариантные и контравариантные базисные векторы . Ком

поненты eij тензор а полной деформации е, которые связа ны с вектором пере

мещеннй ;; = ;;(;, 1;) соотношениями Коши

eij = -21 (дU'.Э; + дU'Эi\
дх' дх!)

представляютоя су ммо й упругой e~i) и тепловой e~1)
(е) (/)

е., = ei; + еп .
для изотропных тер моупруги х тел компоненты

ij • Фо св яза ны с компонентами у п ругои де ормации

стоя н ия

i/ ( К 2 о ) ij 2О i;о = - 3 e( e)g + е (е), (5)

i i i/
где К , G- упру гие х а рактер истик и матер и ал а; е(е) = e(e)i; е(еН, е(е) - сме-
шанные и контр а вариантные компоненты тензора упругой деформаци и

е(е); я" - контравариантные компоненты метр и ческого тензора g. Компо 

ненты e~~) тензор а тепловой дефор мации оп ределяются через температуру Т
соотношениям и

e~1) = а (Т - То) gij. (6)

Здесь а - линейный коэффициент теплового расширения; ТО - начальна я

темпер атур а тела.

В задачах оптимизации напряженного состоя н и я функция W - ло

кальный критерий оптимизации - может быть представлена в виде

(7)
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Для изотропных тел W является

тензора ~. В силу симметрии тензора
зависимых скалярных инварианта:

i i i11 = о i, 12 = о ;а i,

т. е.

функцией ~к~лярных инвариантов

напряжений о существуют три не-

(8)

W = W((/k)' k = П. (9)

в тех задачах, в которых требуется обеспечить в теле напряженное

состояние, оптимально близкое к заданному, в качестве локального кри

терия оптимальности естественно принять

~ * ~* - -оW = W (о ), о = 0- о , (10)

где ;0 - наперед заданный тензор напряжений. В соответствии с (7) и
(8) можно записать

w = w (\1;)), k = I;"З, (11 )
, • > i; , i i k [; [; [;

11 =o:i, 12 = ' . ;0. i, Iз=о.iO.kО.i, о. -о -00.

При сопоставлении напряженных состояний по энергетической норме

(энергетические критерии) функцию W следует представлять в виде

W = W (;е(е). (12)

........ ( --'"" -.-. -+

Тензор ое(е) = оi;еkе!ЭiЭi.9kЭI имеет два независимых скалярных инварианта
второго порядка, а именно:

'
(е) i i
2 = о je(e)i, (13)

которые пропори иональны плотности энергии упругого изменения объема

и энергии упругой деформации.

Если требуется оптимизировать только девнагорную составляющую

напряженного состояния, то локальный критерий должен зависеть от

т~нзор~ ~' i(e)'. 3тот тензор имеет скалярный инвариант второго пор~дка

I = о" ;e'(e)i, пропорциональный энергии формоизменения. Здесь о' =
= ; - оiji/з - девиатор тензора напряжений; е,(е) = е(е) - е~е)iЕ/З - девиа

тор тензора упругих деформаций; Е - единичный тензор.
С использованием уравнений состояния (5) энергетические крите

рии вида (12) могут быть представлены как функции от тензора

напряжений и упругих характеристик материала модели термоупругого

тела.

2. для решения заЩ1Ч оптимизации, в которых требуется макси

мально понизить уровень напряженного состояния или обеспечить

наименьшее по отклонениям приближение напряженного состояния

к заданному, введем в рассмотрение функциональный критерий вида

;]{* = г s (yW + 7*W *)dVd't,
О (V)

где W* - локальная мера изменяемости напряженного состояния по

ординатам и времени; <р* = ер* (Т, т ) -функция веса критерия W*'
в общем случае функция W * может быть представлена так:

W* = w* (;~, VXo, ~~; v~;, VX;XV,
d -, d - - d 2

d~ V'O , d-(VХо), 20, ... ,
,'!: а:

(14)

ко-

(15)

- -. д д
где v = Э'-..- оператор Гамильтона; д~ - субстанциональная производная

дх' •
по времени.
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Для изотропных тел функция W* может быть записана как функ

цИЯ ОТ ск ал я рных инвариантов совокупности указанных тензоров. Если

- - - - d -
учи гывать только тензоры va , VХ а И d~ а, пренебречь различием между

( d~ д;)
субста нциональными и лок альнымн производными по времени d~ ~ д~

и огранич иться с каля рным и инвариантами не выше второго порядка , то

функци я u-'" я вл я етс я фун кцие й следующих ин вариантов:

( 1) jk i 1 ( 1) jk i / (1 ) i k j
11 =!-'- i tJ. j kt :2 = ~ i i-I- k j , 3 =;..t i !-'-k j,

(1) ik j (1) i i k.
14 =!J- i [-ч k, 15 = (-! jfJ- k ,

1(2) [ , 1 (2) j i 1(2) i j.
I = \1i, 2 = "~ ; п, , 3 = \1 "lJi j ,

, i j
(3) дз i (3 ) дз i дз i

11 = -д I 1 2 = -д -д '
~ ~ ~

V - nk' да' j
1(2.3) = с k ' g u. '-"n , , д, . (16)

Здесь CiP' - символ Леви - Чивита; g = Det 11 gij 11;

'k даfk Zk! и k I с: - j V- nki.
!J-i! дх ; + а Ги + аl Ги ; 'YJi = 1,V Х а) ; = gCnki!-'-',

nk! k j аm
fJ. = fJ. m g ;

1~;!, I ~; , I~, 1 _ скалярные инварианты тензоров туа, VХ; и :~; соответст-
- - д - .

венно ; 1':·31_ скаля р ный инвариант, общий для тензоров va И д, а; II =

= [5; i 2 = П; iз = 1, 2.
Отметим , что дальне йшая конкретизация критериев W и W * должна

выполняться с учетом специфики решаемых задач оптимизации, вида и

характера внешних воздействий, условий существования решений фор

мулируемых экс т р емальных задач термоупругости.
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Анализ оптимальных неоднородных р а спредел ений армирующего м ате

р и ал а в КОНСТРУКЦИЯХ 113 композита может б ыть проведен с испол ьзо

в анием различных р асчетн ых схем . По способу введения управляющих

функций расч етные схемы в задач а х оптимизации делятся на с хе м ы

с применением феноменологического подхода и схемы, ос но в анн ые на
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