
конструкций. Поле применения различных численных методов здесь

достаточно велико. Уточнение и модернизация созданных алгоритмов

расчета могут производиться практически неограниченно . В последнее

время основное внимание стало уделяться модульным программам,

когда разные блоки используются для создания программ расчета

аналогичных конструкций. Такая более гибкая система алгоритмизации

позволяет создавать универсальные программы. пригодные как для

промежуточны х , так и ,1.151 уточненных р асчетов.

Говоря о ч ислен ны х методах, невозможно не упомянуть метод

кон ечных эл ем ентов (.\\ КЭ ) . ко тор ы й с успехом может быть применен

в ряде случ аев р асч ет а слоис ты х констр укций . Единств енным препят

сгв и ем его п ри м енени я явл яет с я С .10;;;'; НОСТ Ь структуры сло истых эле мен 

тов, которая требует использо в ан и я чр еэвычайн о БО.1ЬШОГО числа конеч

ных элементо в , так что , как правил о, з а да чи н е умещ аются в памяти

современны х ЭВМ . То же самое можно ск аз а гь о др уги х методах дис

кретизации (м етоде сеток, конечных раз носте й и т . п .). Н а наш ВЗГЛЯд,

наиб олее удачным является р аэум ное соч ет ан и е ч и сленн ых и а на л ити

ческих методов . Это позволя ет значительно сократить требования к

памяти машины, сократить дор огосто ящее машинное время и получ ить

резул ьтат с достаточной степенью точности. Хотелось , чтобы именно

по этому пути развивалась методологи я решения динамически х з адач

теории многослойных конструкций и задач мех аники деформируемого

твердого тела вообще .

В заключ ение укажем на некоторые монографии [1, 2], где пред

ставлены решения задач динамики многослойных конструкций, а также

на обзор [4] , где имеются ссылки на работы по динамике слоистых

конст рукци й .
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Рассмотрим биметаллический слой ТО.1ЩИНОЙ /1 = hj + /Z2, отнес ен ный

к декарто вой систем е координат (х; у ; г ) .

Слой н аходит ся в услови ях конв е ктивного тепл оо б м ена с внешн ей

средой. Его поверхности свободны от силовой нагру зки, а на спае

(г=О) имеют место услови я идеа льного тепл о во го и механического

контакт ов ._Примем, ч~ начальный момент вре ме н и t=O вектор пере-

мешений и, скорости дшд! и температура Т во в сей области слоя равны

нулю. Материалы составных слоев изотропны и их характеристики .

постоянны .

Ставится задача об определении д и н ам ичсских напряжений в слое,- -.
обусловленных объемной силой F= F(г, t) и температурным полем,

созда в аем ым источниками тепла Q = Q (г, t), которые имеют конечную

С КО;'ОСТЪ изменения.
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(2)

(3)

(4)

оудем исходить из уравнений и соотношений несвязанной динами

ческой задачи термоупругости, а также соответствующих начальных и

граничных тепловых и механических условий , приведенных в работе [3].
В работе [1] предложена методика точного решения сформулиро

ванной задачи, основанная на сведении ее к более простым составным

задачам. Однако в этом случае решения соответствующих задач пред

ставляются в виде сложных функциональных рядов, суммирование

которых выполняется по корням громоздких трансцендентных уравне

ний .

Найдем приближенное решение данной задачи, основанное на ап

проксимации температуры тт и нормальной к плоскости спая КО1-ШО

ненты напряжения с;и) = c;zz В каждом составном слое по толщинной ко

ординате полиномиальным законом [2, 3, 5], т. е.

т т

ТШ(г, t)= ~ aki~_I(t)i-1, c;(J1(z, t)=:E bki)_l(i)/-l. (1)
k=1 k=1

Коэффициентыаппрокснмируюшихполиномов a~",---! и bk'",---1 выражаем чере-з
усредненные характеристики температуры и нормального напряжения

в каждом составном слое:

fT~l)} _ ~-1 (25 _ 1) r' {Т(I)} 5- 1

! (1) - , .J (1) Z dz,
а, h 1 О о

{ T ~2) } = 2'-1 (25 -1) rO {Т(2)} s-1

(2) . h' .J а(2) г dz
C;s 2 -11,

И заданные граничные условия. Уравнения для определения усредненных

характеристик T~J), a;i) получим, умножая исходные уравнения на г ,-I
и интегрируя по г с учетом соотношений (2). При этом функции ТО =

Ти)= Т (О, t) и ао = а (О, t) выражаем через усредненные характеристики s

и c;~) при помощи условий идеального теплового и механического кон
тактов на спае. В частности, при приближении T(J) и с;Ш кубическим

законом по г (т = 4, s = П) системы уравнений для определения усред

ненных характеристик. T\i), TV) И N<iJ = a\j), ми) = a~) (аналогов усилий

и моментов) будут соответственно вида

(
1 д d1) ТО) н;" [d т{l) t- d т(2) + d ·т ( 2 ) ] - W{I)---- 1 - 1 о 2' З 1 4 2 - 1

'Х.1 д! h~ - ,

(
ы:

~ ~__5) T~l) _ 6hi2[d6T\I) + d7T \2) + d8T~2)] = w~l),
"-1 д! hT

(
1 д d9) т(2) н:" [d т(2) , d T(l) +d т(l)] - W(2)---? 1 - 2 10 2 Т 11 1 12 2 - 1,

."-2 at Jl2 . .

(
1 д 6d 1 з) т(2) 6/-2 [d т(2) +d T{I) +d т(l)] _ W(2)
--- - 2 - 12 14 1 15 1 16 2 - 2
"-2 at h~ ,

ci2j.;{I) - e1N(I) - e2N(2) - езм (l) - е4м(2) = fl (t),

ci2M(I) - e5N{I) - e6N(2) - e7M{I) - еф1 (2) = f 2 (t),

C22f./(2) -е9N(]) -е10N(2) -еllм,l) -еI2м(2) = fз (1),

с2
2м(2) - еlзN(l) - e14N(2) - e15M(1) - eI6M(2) = f4 (t).

При этом начальные условия для функций Т\}), T~) и N(i), м(I) запи
шутся [3J:

T\j) (О) = О, T~) (О) = О, N UJ (О) = О, мт (О) = О,

j.;(j) (О) = - a/i т\}) (О), м и) (О) = - ~t~i) (О). (5)
1-2'/j 1-2vj
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Здесь
~ о

W~I) = I~I) SQ(1)zs-!dz; W~2) = 1~2) S Q(2)ZS-ldz:
о -11,

m _ )-;-12'-1 (2 _ 1) hS'
IS - " s "

I1 (/) = н:' [P(I)(h l, 1) - р(l)(О, 1)] - p~l)T\') + 6hl"Ip (1);

12 (1) = 61/1"1 tp(1) (h 1, 1) - 2Р (1) - p\l) (1)] - p~l)t~\);

Iз (1) = 6k hl12"l p (1) + h2"1 tp(2) (О, 1) + р(2) (-h2, 1)] - p~Y)T\2);

14 (1) = 12kllh2"tp (/) + 6h2"1 [р(2) (-h2, 1) - р\2 ) (1)] - p~2)T~);

11,

Р (t) = p(l) (О, t) - kpp(2) (О, t) ; Р\\) = н;' SpI')dz;
о

о

р\2) = h2"l S P(2)dz; p~/) = р , (1 + '1/) (l - '1/г t ; kh = н.н;',
-h,

k , = Plp2"l; Cj2 = Р/ (1 + '1/) (1 - 2'1/) (1 - '1/Г ' Е/
_ скооость распространения упругой волны расширения в j-M слое; 1(, У,

(1. - к~эq:фициенты температуропроводности, Пуассона и линейного рас
ширен и я ; Е - модуль Юнга; р - плотность . Индексы 1, 2 введены для

обозначения величин, относящихся соответственно к области первого

и второго составных слоев .

Найдем также приближенные значения собственных частот 00 биме

таллического слоя исходя из системы уравнений (4) . Используя извест

ную методику построения уравнения для собственных частот, получим

A 1oo4 + A200J + А зш 2 + А 4ш + А" = О, (6)

где

А - 6 -2 А -2 (-2 + -2~}I=Cl С2; 2 = С ' СI elO С2 01;

Аз = CI4
(elO O\ - ебеll - el 2e14 - е2е9 - е4еlЗ);

А 4 = cl2 [elO (ele7 - e8el5- езе5 ) + еl1 (еве14 - ele6- е~l б + е2е5) 

- 02 (еl + е7) + eg(е4е14 - е2е7 - е2еl б) +
+ e4e5el 5+ еlЗ (е2е\2 - е4е7 - е4е\о)] + с2"2 [el05 + ез (еse\з- е5е\6)];

А ь = еl (е6 0 4 + е702 + е8 0з) +
+ е2 [е90 5 - е5 04 + et3 (евеп - e7eI2)] - ез [еЬ02

- е6 (еl 2е l З - ege16) - е8 (egelg - еlоеIЗ)] - е4 [е50З +
+ е« (egelS+ еllеl З) + e7e9-e14] + е7еlоеl зеl4;

0\ = еl + е7 + е\6; 02 = etze H + elOet 6; О З = eloe15

- etlel4; 04 = e\ le l6- eI2e \5; 05 = е7е\6 - ege lS ;

еl = k- I (204 + 180kilp) ; <':2 = 9111е4 = -Зе6 = -108/91еа = 2406;

ез = ell = 3elS = -20/Зk- l ;

eg = -6е1З = -48k- l; е" = k- 1 (112 + 120khp);

е7 = - (70+ 90khp); еlQ = k- I (l2k hp + 8); el 2 = k- I (220 +
+ 240k h р)/З; е\4 = _k-t (16kh p + 24); e16 = -(260 +

+ 420khp) k- I/9; k = 1 + kb.p; k ilp = khkp;

06 = k-1k hp.

Проведен численный анализ первых двух резонансных частот ш\ И 002

для биметаллического слоя медь-сталь X18H9T. На рис. 1, 2 показаны

зависимости 00\ и 002 от толщины слоя h при различных соотношениях
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h j

k h = - между толщинами составных слоев. Сплошные кривые 1 - 3 от-h 2

вечают значениям kh = 1; 5; 1/5. Штриховыми линиями показаны зави

симости этих же частот, найденных в точной постановке, т. е. из урав

нения

С2 sin ((J)h2C21) cos «(J)h 1ci l) + Сl sin (wh 1ci') cos {wh2C2'j = О.

Как видно из рисунков, соответствующие точные и приближенные значе
ния собственных частот отличаются не более чем на 15%.

t41R,

0,2

О,'

..... ;.:..
.... --.",--:..-

О
IJ

4- h
, Z 1-

I 2 з

Рис. 1. Рис. 2.
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Одним из ва жных этапов математической постановки зада ч оптимиза

ции в механических системах является выбор критериев оптимизации.

Поскольку термоупругие тела относятся к системам с распределенными

п араметрами, то в к а чест ве кр итер ие в оптимизации н ап ряженно-дефор

мированного состояния обычно принимают функциональные критерии

вида

' о

d{ = S S WdVd", (1)
о (V )

где W - плотность локального критер ия оптимизации; О":;:Т ":;:ТО - р а с

сматриваемый промежуток времени; .(Vl - область, занимаемая телом.
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