
где

ех р иг 1/'1R) zЗ/2dz
(Z-zl)(z-z2)

( >-2 Vr+ х).[ Vr- х]г) = т - 2" + -2- + t кт, + -2- ;

( 2 V-) [V- J>- г+х. г-х
г2 = m-"2- -2- - t -2--)ml; (38)

r = 1/ х2 + y '1; Х = 4m'10 2U R - m),2+ 1.4/4;

У = [2 (т - )..2/2) кт, + 4m20
'1 U j - 2mlm i.];

UR = (1 6m2) - I (о -1); Uj = (l6m 2) ':"'- 1 ( о + "1)' (39)

Анализ соотношения (37) свидетельствует о существенно й зави

симости функции Грин а от статистических характеристик коэфф ициен

тов связности. для определения плотности электронных состояний

используем соотношение

1
Р (Е) = - - 1т Sp G.

1t
(40)

в к-пространстве мн имая часть функции Грина имеет вид

1т <g.> = 1т (go.l-8'1':q .)-I. (41)

После ряда несложных преобразований для плотности электронных

состояний получаем

р (Е) = 16(1 - т) а
2
(о + 1) (2тЕ)3 /

2
• (42)

п 1 32mЕ + 16 (1 - т) (т- 2тЕ) + (о -1)]2 + [а 2 + ( о + 1)2]

Из соотношения (42) ясно , что в зависимости от значений стати

стических характеристик коэффициентов связности расслоенного про

странства , которые определяются симметрией ближнего порядка аморф

ного вещества, вид функции плотности электронных состояний суше

ственно измен я ется. При фи кс и ров а нной энергии р (Е) прин им а ет

экстремальные значения при нулевой дисперсии, а также при о = ~ 1 '2,
1

0=4'
Полученные результаты свидетельствуют в пользу концепции не

федоровской симметрии ближнего порядка аморфного вещества [3, 5]
и целесообразности его описания как р асслоенного пространства.
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Ю. Н. НОБИЧКОВ

ДИНАМИКА СЛОИСТЫХ КОНСТРУКЦИй

Один из наиболее сложных разделов механики многослойных конструк

ций составляют динамические задачи. Сложность и разнообразие струк-

41



(1)

(2)

(3)

туры слоистых констр укций , многообразие динамических задач, важ

ность этих зада ч дл я пр а ктики - все это дел ает этот раздел особенно

интер есным для исследов а н и й . В настоящей работе сделана попытка

в кр аткой форме о бобщить имеющиеся исследования и высказать неко

торы е общие соображения.

В настоящее время существует достаточно большое число подходов

для описа н и я деформирования слоисты х конструкций . Эти подходы

отлич а ются исходными гипотезами, возможностью описывать те или

иные эффекты и, разумеется, областями пр именения. Выбор подходящей

модели является очень ответственным шагом при решении задач дин а

м и к и слоистых констр укци й .

Н аиболее общим подходом можно сч итать применение для каждого

слоя ура внен ий дин а мич еской теории уп ругости с формулировкой крае

вых условий на л ицевых и торцевых поверх ностях и условий сопряже

ния на гр аницах слоев:

oJJ.} + X jk) (1 ) + p(k)U~~~1 = О В Vk ,

(k - I ) (k ) (k- l ) ,k ) Г
о/; = O/j , И; = И ; на k k- ! ,

СХ I (o~} )nj- Р/О) + ~ I (иjl ) - иici» ) = о н а Г\О,

а.", (crf!")nj - РIN) + ~ N (lI; N) - ui~» ) = о на r NN+I,

- ( щ- (k ) (k»)" - ( (k ) O(k)\ ОJ:" =lj n j -о/jО +[3k и, -и/ ) = на rk, (4)

-
где rkk - 1 - граница k 11 k - 1 слоев: Гь - торцевая поверхность k-r o
слоя .

Однако такой подход ок а з ы в а етс я достаточно сложным, его удается

реализов ать лишь для неогр а н и ч ен н ы х с~оистых сред с относительно

небольшим ч ислом однородных слоев или Д.1Я с р ед периодической

структуры . Некоторые упрощения , котор ы е приводят к возм ожности

достижен ия результата , получаются при учете м ел кослоистости ср еды .

Вообще для бесконечных слоистых сред удается испол ьзовать методы

акустик и и линейной оптики и н а основе этого получить эффекти вное

решение. Фундаментальные исследовани я , в ыпол н енные в этом направ

лени и, подытожены в монографи и [3] . Применение этих результатов

к м ех ани ке слоистых конструкций почти невозм ожно из-за ограничен 

ности объектов как по напр а влен иям в поверхностях слоев, так и по

напр авлению, перпендикулярному срединным поверхностям слоев .

Подходы, предназначенные для описания напряженно-деформиро

ванного состоян ия слоистых конструкций огр а нич енной толщины, обыч

но дел ят н а два класса. К первому относят теории, базирующиеся на

введении гипотез для всего пакетав целом. Другой класс составляют

теор и и, основанные на гипотезах для отдел ьных слоев. В связи с этим

следует отметить , что перва я груп п а теорий описывает интегральные

эффекты деформирования , а втор ая м ожет описать также и некоторые

локальные эффекты (зависит от введенных гипотез) . Порядок разреша

ющих систем в" теориях первой группы не з а висит от числа слоев :

Е, (и; t) = О (т = 1, 2, .. . т), и = (и ! , ... , ит)Т.

В теориях второй группы эта зависимость существенна:

L~k) (й(k); t) = о (, = 1, 2, ... , т; k = 1, 2, ... , N),

'U(k) = (I/lk ) , ••• , и~»)T.

(,1)

(6)

Последнее обстоятельство обусловливает тот факт, что теории вто

рой группы используются реже , хотя область их применения шире

области применения теорий первой группы.

Одним из важных этапов в решении динамических з адач является

введение гипотез об учете тех или иных инерционных членов . Этот

вопрос приобретает особое з начен ие для слоистых конструкций , паскаль-
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ку его приходится решать в зависимости не только от характера иссле

дуемых движений, но и от относительных свойств материалов отдельных

слоев . Наиболее удобным и последовательным представляется вывод

уравнений динамики вариационным путем, например, используя прин

цип Гамильтона - Остроградского:

"'ol = 6S(Т - и - II)dt = О.
( .

(7)

При применении такого подхода имеется возможность относительной

оценки тех или иных динамических членов в исходном ' функционале,

например интеграла действия по Гамильтону. Динамические члены

должны быть согласованы с гипотезами, которые принимаются при

подсчете энергии деформации слоистой конструкции. Поэтому при выбо

ре модели Оказывается необходимым принимать во внимание характер

динамических процессав, в частности масштаб динамических возмуще

ний, распространяющихся в конструкции, или масштабы изменен ия

напряженно-деформированного состояния при колебаниях слоистой

конструкции .

Здесь можно привести несколько примеров. Если используется

подход с применением гипотез Кирхгофа - Лява для пакета в целом

при изгибных деформациях слоистых плит или оболочек, то при изуче

нии преимущественно изгибных мод можно ограничиться только учетом

нормальных сил инерции. Это наиболее простой из всех возможных

случаев. Применение уточненных теорий типа теории Тимошенко для

па кета слоев требует учета инерционных членов, связанных с 'пово ро

том нормального элемента. Учет тангенциальных сил инерции позволяет

рассмотреть преимущественно тангенциальные формы колебаний . Если

в пластинах эти колебания разделяются при изучении свободных коле·

баний, то в оболочках они оказываются связанными и можно выделить

лишь преимущественный характер форм колебаний. Если используются

теории с принятием гипотез для отдельных слоев, то учет тангенциаль

ных сил инерции для отдельных слоев позволяет уже рассмотреть не

только формы тангенциальных колебаний, но также и формы колеба

ний, связанных с вращением интегральных нормальных элементов.

Учет аналогичных эффектов для каждого слоя соответствует момент

ным эффектам, аналогичным тем, которые могут появиться при рас

смотрении динамики в пластинах и оболочках из моментного упругого

. материала (среда Коссера) . Наконец, при учете трансверсальной

деформации в отдельных слоях учет соответствуюших инерционных

членов дает возможность рассмотреть различные формы движений

в поперечном направлении.

Остановимся теперь на основных характерных задачах динамики

для слоистых конструкций. Одной ИЗ Основных задач является задача

об изменении спектра собственных колебаний, т. е . задача об определе

нии частот и форм собственных колебаний

Аи+ Си = О, (8)

где А, С -матричные дифференциальные или дифференциально-раз

ностные операторы кинетической и потенциальной энергий.

Заметим, что характер спектра будет существенным образом зави

сеть от структуры конструкции и свойств материала отдельных слоев,

не говоря уже о форме и относительных размерах .

Применение различных теорий, естественно, приводит к различным

спектрам в том смысле, что в одном будет, а в другом не будет присут

ствовать ряд характерных частот и соответствующих форм. В том слу

чае, если конструкция такова, что указанные частоты очень высоки, обе

теории фактически дадут сведения об основной части спектра. Формы,

соответствующие высоким частотам, практически возбуждаться не

будут. Это связано с тем, что внешние нагрузки, как правило, не имеют
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составляющих с такой высокой частотой, а если такие составляющие есть,

то наличие демпфирования в системе практически гасит эти колебания.

Нахождение спектра собственных колебаний является в большин

стве случаев основной частью решения задачи о вынужденных

колебаниях в силу возможности применения метода собственных функ

ций с представлением решения в виде разложения по формам собствен

ных колебаний:

и = ~ и';' (Х' t)~ 111 ' ,
;

что сводит исследование к системе независимых уравнений

Й; + ш 2Uj = Р, и).

(9)

(1О)

Это позволяет решать такие задачи, как задачи о вынужденных уста

новившихся колебаниях, неустановившихся вынужденных колебаниях,

случайных колебаниях, параметрических колебаниях и др. Заметим,

что многие из перечисленных задач реализованы в рамках той или иной

теории многослойных конструкций. Окончательного заключения о том,

что указанные задачи решены и все аспекты, связанные с ними, изуче

ны, сделать нельзя. При этом для слоистых конструкций, по-видимому,

можно обнаружить еще ряд неизученных эффектов. В качестве подоб

Нь:Х эффектов можно указать, например, на поверхностные явления

п р и вынужденных и параметрических колебаниях.

При рассмотрении вынужденных колебаний могут быть осуществ

лен ы различные постановки задачи. Если объект, на который действует

вн ешняя сила, локализованная на небольшой области, велик по сравне

ний с этой областью, то возможна постановка задачи, отличная от

траливвонной. Эта постановка состоит в учете волновых явлений, в

частности распространения возмущений от места приложения нагрузки.

О чев илно, что для подобной постановки необходимо, чтобы нагрузка

была такой. чтобы возбуждались волны небольшой длины (высокая ча

стота, кр ат ковременная нагрузка, удар), много меньше размеров области,

занятой тело м. Вообще в слоистой среде имеется большое разнообразие

волновых ФОР'>!. Существует ряд волновых форм, характерных для

слоистой среды, помимо Р и S волн для каждого из слоев. В слоистой

среде мы встречаемся с волнами Релея, Ляв а, Лэмба и, наконец, Стоун

ли. Большинство волн уже хорошо изучены. Здесь, однако, хотелось бы

отметить, что еще мал о решенных задач об искажении волнового поля

около различных нарушений структуры среды - разрезов, включений

и т. д. Решенных дифракциоиных задач немного, а важность их изуче

ния несомненна. Обратим внимание, что одним из прнложений этих

исследований являются вер аэрушающие методы испытаний и дефекто

скопия.

Во всех перечисленных выше задачах использовалась линейная

постановка. Естественно, что многие явления могут быть изучены только

при нелинейной постановке задачи. Например, возможные автоколеба

тельные режимы, затягивание, забрасывание и срыв при вынужденных

колебаниях и т. д. Подобных исслелов аний для многослойных конструн

ций немного, особенно по теориям, основанным на гипотезах для от

дельных слоев. Здесь имеется чрезвычайно широкая область деятельно

сти, где можно ожидать получения интересных результатов в ближай

шем будущем.

Для большинства многослойных конструкций характерно, что

отдельные слои, а возможно и все, обладают широко развитыми реоло

гическими свойствами. Игнорировать эти свойства при решении дина

мических задач невозможно. Учет их невозможен без применения

аппарата теории вязкоупругости. Выбор подходящей модели, адекватно

описывающей поведение материала слоев при колебаниях, составляет

один из важных вопросов рассматриваемой области механики много-
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сл ойных КОНСТРУКЦИЙ. Выбранная модель, кроме всего прочего, должна

еще быть удобной для выполнения аналитического или численного

исследований. Результатом м ожет явиться сведение задач к уравнению

Аи + Ви + Си = О, (J 1)

где В - диссипативный дифференциальный оператор . Вид оператор а

В о п редел яется выбранной моделью вязкоупругого поведения матери

ала слоев многослойной конструкции.

Методы решения з ада ч и о собственных колебаниях могут быть

весьма разнообразны . Это за в исит от вида конструкции, р ас четн ой

модели и целей исследования . Характер объекта и особенно кр аевых

условий является одним из определяющих факторов выбор а метода.

Р азличный характер уравнен и й дина м и ки для различных моделей так

же влияет на выбор метода . Н апример, применяя теорию, основанную

на введении гипотез для отдельных слоев, для пластины или оболочки

из ч ередующихся жестких и м ягких слоев при условии отсутствия

обжати я слоев , приходится решать з адачу в конечных разностях.

Н а конец, цель исследования та кже влияет на выбор метода. Если

н еобходимо з на н ие только основной частоты, то предпочтительным

является использов ание формулы Релея

(1)2 = (c~, ~). (12)
(Аи, и)

Если необ ходимы св еден и я о спектр е, то приходится обращаться к дру

гому методу.

Точных решени й зада ч о собственных колебаниях известно не много.

Это, во-первых, решения, когда возможно разделение переменных по

координатам и по времен и. Здесь можно указать на задачи Ш1Я сте р ж 

ней при некоторых дополнительн ы х предположениях о модели, пластин

и пологих оболочек с краевыми условиями Навье или Лява (шарнир

ное опирание по всем кромкам или по двум противоположным), круго

вых замкнутых цилиндрически х оболочек , замкнутых сферических обо 

лочек . В ряде случаев схема точного решения может быть реализов ана

только с использованием ЭВМ . Регулярность структур, небольшое

число слоев, пренебрежение трансверсальной деформацией позволяют

упростить задачу и в некоторых случаях получить решение в замкнутой

форме.

Как уже было сказано выше, для задач о вынужденных колебани

ях основным можно сч итать м етод собствен ных функций с дальнейшим

применением аппарата теории линейных, параметрических или нелиней

ных колеб а н ий . для задач о случайных колебаниях возможно приме

нение практически всех методов статистической динамики. Широко

применимы и р азличные приближенные методы решения динамичесних

краевых задач, такие , как метод Бубнова - Галеркина, Релея - Ритца

и т. п .

Например, в случ ае метода Бубнова - Галеркина имеем

(\А L u,\V; + С L U ;Чf , 1 ; W\) = О (k = 1,2, .•.). ( J З)
I 1 "

В результате вместо (10) приходи м к системе уравнений

L (a ;kUk + CikUk) = О. (14)
I

В отличие от случая полного разделения переменных получаются си

стемы связанных ур авнений , решение которых затруднительно при

учете большого числа членов ряда .

Перечисление можно было бы продолжить. Практически все извест

ные аналитические методы могут быть применены к решению задач

динамики многослойных конструкций .

Широкое внедр ени е ЭВМ в практику инженерных расчетов, кото

рое произошло в последнее время , коснулось и механики многослойных
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конструкций. Поле применения различных численных методов здесь

достаточно велико. Уточнение и модернизация созданных алгоритмов

расчета могут производиться практически неограниченно . В последнее

время основное внимание стало уделяться модульным программам,

когда разные блоки используются для создания программ расчета

аналогичных конструкций. Такая более гибкая система алгоритмизации

позволяет создавать универсальные программы. пригодные как для

промежуточны х , так и ,1.151 уточненных р асчетов.

Говоря о ч ислен ны х методах, невозможно не упомянуть метод

кон ечных эл ементов (.\\ КЭ ) . котор ы й с успехом может быть применен

в ряде случаев р асч ета слоисты х конструкций . Единственным препят

сгв и ем его п рим енени я явл яетс я С .10;;;'; НОСТ Ь структуры сло истых элемен 

тов, которая требует использо в ан и я чреэвычайно БО.1ЬШОГО числа конеч

ных элементо в , так что , как правило, з а да чи н е умещаются в памяти

современны х ЭВМ. То же самое можно ск аз а гь о других методах дис

кретизации (м етоде сеток, конечных раз носте й и т . п .). Н а наш взгляд,

наиболее удачным является р аэум ное соч ет ан и е ч и сленн ых и а на л ити

ческих методов . Это позволяет значительно сократить требования к

памяти машины, сократить дорогостоящее машинное время и получ ить

резул ьтат с достаточной степенью точности. Хотелось , чтобы именно

по этому пути развивалась методология решения динамических з адач

теории многослойных конструкций и задач механики деформируемого

твердого тела вообще .

В заключение укажем на некоторые монографии [1, 2], где пред

ставлены решения задач динамики многослойных конструкций, а также

на обзор [4] , где имеются ссылки на работы по динамике слоистых

конст рукци й .
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Московск ий гидромелиоративный ин-т

УДК 539.3 : 534.014

Р. С. Мусий

ОДНОМЕРНЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ НАПРЯЖЕНИЯ

В БИМЕТАЛЛИЧЕСКОМ СЛОЕ ПРИ НЕСТАЦИОНАРНОМ

ТЕПЛОВОМ И СИЛОВОМ ВОЗДЕйСТВИЯХ

С КОНЕЧНОй СКОРОСТЬЮ И3МЕНЕННЯ

Получено 20.08.84.

Рассмотрим биметаллический слой ТО.1ЩИНОЙ /1 = h j + /Z2, отнес ен ный

к декарто вой систем е координат (х; у ; г ) .

Слой н аходит ся в услови ях конв е ктивного тепл оо б м ена с внешн ей

средой. Его поверхности свободны от силовой нагру зки, а на спае

(г=О) имеют место услови я идеа льного тепл о во го и механического

контакт ов ._Примем, ч~ начальный момент вре ме н и t=O вектор пере-

мешений и, скорости дшд! и температура Т во в сей области слоя равны

нулю. Материалы составных слоев изотропны и их характеристики .

постоянны .

Ставится задача об определении д и н ам ичсских напряжений в слое,- -.
обусловленных объемной силой F= F(г, t) и температурным полем,

созда в аем ым источниками тепла Q = Q (г, t), которые имеют конечную

С КО;'ОСТЪ изменения.
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