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УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ ЕДИНОЙ ФУНКЦИИ ЛАГРАНЖА

ДЛЯ ЧАСП1ЧНО ЛАГРАНЖЕВОЙ СИСТЕМЫ

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Обратн а я з адач а ва риацион ного исчислен и я - з адач а построения

функцион а л а действи я по з ада н ным уравнениям э кстрем алей - в пос

леднее время вызывает знач ительны й интер ес, в частности, св язанный

с приложениями в а н ал итической м ехан ике [9J, широко испол ьзующей

предста влен ие у равнений движени я в виде

{fa L = О (а = r;-N), (1)

где L (q, q)- функция Лагранжа ; q = {qa} - обобщенные координаты;

qa = dqa/dt;

(2)

у, у) = о,х, х,

(3)
у, у. х, х) = О.

' . d ' .
х, н , у, у) == ([! Cf'i (t, х, х, у, у) + Т ; (t.

• . ' d . .
Е; (t , У. у , у, х, х , х) = di ер" (t. У. У , х , х) + т" и ,

d д д
{f = - - - -

а dt дqа iJqa

- оператор Эйлера - Лагранжа [1] . Условия существова ния предста в

л ен ия (1 ) для заданной системы обыкновенных дифференциальных

у р авнен и й втор ого пор ядка (та к называемые условия самосо п ряжен 

ности [9]) были уста новлены Гел ьмгольцем еще в прошлом веке, однако

различные ас пекты этой проблем ы , св язан ные с р азв итием математи

чес кого а п п а р ат а [7, 10], физической интер п ретацией [7, 2] и н екоторы ми

обобщен и ями [5, 8], явл яются в н астоящее вр емя п редметом интенс ив

ных иссл едован и й .

Настояща я статья посвящена изучен ию одного частного случа я

указанной п роблемы .

Рассмотрим систему уравнений для двух на боров переменных х =
= {x i

) (i = "Г,l1) и у = (у" ) (11 = 1, т) , зависящих от одного а р г умента
t Е IR.:

Е ; (1, х, х ,

Пусть дл я каждой из двух поД.си стем системы (3). изве~тны «индивиду

ал ьные лагранжиа ны Е, (1 , х, х, у, у) и [и (1 , у, у, х, х), т. е. Е i =
= {fiL x, Е; = ел.; где {f , и {f!'- - операторы Эйлера - Лагранжа в тер 

мина х переменных х' и y:J. соответственно. Такую с истему уравнений (3)
назовем часзи чно лагранжевой . В частности. имеем

т., <, « . « ,
<р ; =-д' i ' I'i = - дl ' <p;J. = д ' > j ;J. = - д~' (4)

Х Х Ij ' !!

Исследуема я задача состоит в установлении услов и й существован ия и

в ида единой функции Лагранжа системы (3), т . е . такой фу н кци и L (1 , х,

у , х, у), что

Е ; = {fiL , Е; = {f;J. L. (5)
ilри решен ии этой зада чи удобно ис пользовать условия самосо

пр яженности Гельмгольцав форме, предложен ной в [6] (см. та кже [91).
Обозначая {qa} (а = 1, п + т) совоку пность переменных { х' , у" ) И вводя

величины

д'fа дi ь

ШаЬ = дqЬ + aqa'
указа нные условия можно записать в виде

a'f'a a'fb
aqb дqа ' ШаЬ = - ШЬа,

дша ь- . = 0,
дq'

(6)

(7)
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(9)

(8)

(7)

(] 2)

(10)

(11 )

(1 3)

droab дra дl ь
dГ +ь - а = О (а, Ь, с = 1, п -+ т).

aq дq

Негрудно убедиться , что соотношени я (7) выполняются тождественно

в случае индексов а, Ь одного типа (i, j либо [1, ~). Остальные соотно

шения (7), являющиеся условиями существования единой функции Лаг

ранжа Е, с использованием (4) и обозначения I:!. = [ ,,- Ly принимают вид

д2 r::,.

д ' iд ' ''- = О,
х у '

д2 /). д2 !J.--.-. - - . -. = О ,
ду""дх' ax'ay!J.

д3 !J. a3!J.

дх'д»)ду"" = О , ai/a"t/ax' = О ,

е.э : ~=O., ду"" - О, rtp. дх ;

из уравнений (11) является следствием первого иОтметим, что второе

соотношени й (9).
Система уравнений (8)- (11) выражает ограничения, налагаемые ус

ловиями Гельмгольца на возможный вид индивидуальных лагр анжианов

с. и [у•

Из (1 О) с учетом (9) следует система уравнений

д~ = f i.... (t, х, у) у"" + g, (t, Х, х, у),
дх

д:~ = ь; (t, х, у) х ; + gp. (t, у, у, х) ,

где произвольные функции fi.... , g" gp. должны удовлетвор ять условиям

интегриру емости с истемы (12). Часть этих услов и й приводит К, равенствам

agi д! !.... ~ .
-. = -. х} -+ hilJ. (1, х, у),
al/ дх '

ag.... д! i , ' ., I- . = -у -+ 11 i,,- (" Х , у),
дх' ду!J. '

где h i!J. произв ольны . Остальные услови я интегрируе мости будут исполь

зованы н иже. Подставляя (12) и (1 3) в первое из соотношений (11 ),
имеем

д! ' !J. д! i!J. ' . д! '....' д! jlJ. ' . д! ,", .-' -+ -т--т-' х ! -+ - у" = -. х' +- 1/' + 11;
д! дх! ду' дх' ду"" • .... '

откуда ввиду независимости производных xl , f/ получаем

д! ,"р.
aг=hilJ. '

af ilJ. «; «. af i"
=-., -=-.

дхi дх' дч' дуl'-

(14)

(15)

(16)

Последние уравнения означают , что существуют функции ФI'- и, х, у)

и Р! (t , х, у) так ие, что

(17)

Из (16) и (17) следует также , что

д (дФ.... дф ,) д (дР; дР, )
дх ; ду' - ду"" = О, ду"" дх! - дх; = О. (18)
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Общее решение системы (17), (18) для функций ф!,- И Р, можно предста

вить в виде

вс ледствие чего

е, = д:!'- W (х, у, ') + Ф!,- (t, у),

д
Р , = ~ w (х, у, ') + F i(t, х) ,

Ох

(19)

д2w
~= ~~ ~

После учета еоотношен и й (20) и (1 5) уравнения (13) интегрируютс я

сразу :

д2 117 • . 82111 •
g, = -г-г-т--. Х' + -.--. + О, (t, Х, Х),

дх 'дх! о/дх '

д2w · a?1f7 •
g ll = дуllду' у' + д/ду'" + О;>- (t, у, у),

где функции О , и О;>- вследствие у словий интегрируемости

не своцящихся к (13), имеют вид

д . д. .
О , = дх' Wх и, Х, Х), О!,- = ду'" ~ у (t, у, у).

(21 )

системы (12),

(22)

Подставля я (21) и (22) в (12), находим решения :

dW ., dW . .
fj, = dГ + чr . + Су (t, у, у, Х) = dI + qJ iI + СХ (1, Х, Х, у). (23)

Требуя тождественности этих выражени й, имеем

Wx-Сх=\J!,/-Сц=Н(t, х, y)=Hx(t,x)+Hy(t, у), (24)

где последнее равенство следует из (8) .
Учитывая (24) в (23) и объединяя произвольные функции от одина

ковых н а боров аргументов, получаем общее решение системы (8)-(11):
. • d

fj, == Е , - Е; = Кх и, х, Х) - К ,! (t, у, у) + dl W и, Х, у), (25)

где Кх и Kg - произвольные функции, Полученный результат сформули

руем в следующем виде :

Утверждение 1. Ч астично лагранжева система уравнений (3) до

пускает единую функцию Лагранжа (в смысле тождеств (5)), если

индивидуальные лагранжианы L x и L y ее подсистем удовлетворяют

условию (25) .
Напомним, что чл ены ти п а последнего слагаемого в (25), имеющие

вид полной производной по времени, несушественны в функции Л аг

ранжа [1] .
Эффективный алгоритм построения лагра нжиа на L предложен в [9)1

если функции Е; (t, о , q, Ч), определяющие систему уравнений Ей = О

(а = 1~: " удовлетворяют услов ия м Гельмгольца, то фу нкция L такая,
что Ей = ftaL , имеет вид

L (1, q, q)= - qnf Ей (t, -cq, -cq, щ) d-c + :1 Q и, q, q), (26)
о

где последнее слага емое компенсирует зав и с и мость от вторы х производ

ных qa, содержащи хся в первом члене .

Результат соответству ющих вычислений в нашем случае сфо р му

лируем в след у ющем в иде :

. Утверждени е 2. П ри вып олнении услови я (25) еди н а я функция

'Л а г р а нж а L для с исте м ы (3) представляется в любой из д ву х экви

вал ентн ых форм :
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(28)

(27)

(29)

. dV
у, у) + &'

. dV
х, х) + (jГ'

х, х, у, у) + Ку (t,L (t, х, у,

L(t, х, у, Х,

Эквивалентность

у) = с. « , у, у , х, х) + к,и,

выражений (27) и (28) легк о показать, записывая

d -
Ll = Е, - Ly = Кх - Ку + dt (V - V),

что согласуется с (25).
Ана логичная задача, связанная с построен ием фун кции Л агранжа

системы двух точечных частиц, исследован а в [3]; эти резул ьтаты при 

менялись пр и построении кв азирелятивистского лагр анжиа н а системы

гравитирующих тел [4].
В за ключение подчеркнем , что наша постановка задачи требует

согла сно (5) лагранжевости исходной системы у равнений (3) . Мы не

учитываем возможн ости использова н ия метода интегр ирующих множи 

тел ей [7, 9], котор ый пр и водит К ла гр анжевой системе ур а внен и й экви 

ва ле нтной исходной.
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ПЛОТНОСТЬ ЭЛЕКТРОННЫХ СОСТОЯНИй АМОРФНОГО ВЕЩЕСТВА

В моДЕЛИ РАССЛОЕННОГО ПРОСТРАНСТВА

Если описывать аморфное вещество ка к рас слоенное п ространство, где

слоем является кластер, обладающи й нефедоровской симметрией, а базой

пространство V4 , то геомегризация вза имодействий приводит к необхо-

димости введения коэффициентов связности расслоени я Г~, которые в

совокупности с константами группы п. определяют тензор кривизны

расслоенного пространства [4]:

R~. = a[f1r~] - +f~cгrf1Г~] (1)

(здесь и далее латинские индексы относятся к слою, гречес кие - к базе).
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