
менение величины I (l + 1/1.) s i п (1'1t) lim [Т (p/l)]1 1, где Т - напряжение
р_О

на продолжении разреза за вершину; р - расстояние до вершины раз-

• ( 00) О . (00 ) 1
р еза, 0 13 = , 023 = .
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в работе [J] изучен общ и й случ ай плоского движен и я плоской неизме

няемой фигуры с и сп ол ьзованием ускорен ий высших пор ядков. Под

общим случаем пл оского дв ижен и я пон и м ается поступательное и вра

щательное дв ижени я. В этой р аботе использовалась воз м ожность з а 

фиксирова ть о бе координаты н а евклидово й плоскости . Эта воз можность

обусловлена простр анствен н остью обеих евклидовых координат . После

изуче н ия общего случая п л оского движения н е изменяемой фигуры изу

ч аютс я некоторые общие свойства ускорен и й высших пор ядков точек

н еизме н яе мо й фигуры при с а м ом общем дв ижен и и в п ро ст р ан стве .

В н астоящей статье рассмотрен общий случай пл ос кого дв ижен и я

псевдое в клидово й плоскости. Сформулирован ы некото р ые общие свой

ства ускор ен ий высш их порядков точек этой плос кости. Некоторые ре

зультаты, относящиеся к движению псевдоевкл идовой плоскости, отли

ч аются от а налог ичных результатов дл я движения евкл идсвой плоско

сти. Н а дв ижущейся поступательно и вращател ьно п севдоевклидовой

плоскости можно зафикс иров ать две координаты . Из -за этого она не

совпадает с псевдоевкл идной плоскостью Минковс кого , но ее р а ссмотре

н ие и меет смысл в электродинам ике с плотностям и электр ического и

м агн итного токов .

Р а з в ити е тео рии кула чковых м ехан измов , н а ч авшееся в 30-х года х

ХХ века, показал о. ч10 по край ней м ере ускорения 2- го порядка явля 

ются необходимыми для обеспеч ен и я точ ной работы меха н измов .

Р ассмотрим две псевдоевкл идовые плоскости, пер в а я из которых

является неподвижной, а вторая дв ижетс я поступ ательно и вращатель

но . Н а перво й плоскости введем ортогональную систему координат
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хОу, а на второй - ортогональную систему координат хОу. Связывающее

их преобраэование координат имеет вид

(1)

где ~ и 'lJ - координаты точки О в системе координат хОу; ~ - угол между

осями Ох и Ох; функции ~ , 'lJ и ~ зависят от переменной р, которая

может быть временем.

Определени е. Выражение ;0 = dг/dp, и7 = d2r/dp2, и~ = d3г/dрЗ , •• • ,

;" = dn+Ir/dp n+1, где г-- радиус-вектор на псевдоевклндовой плоскости,
назовем ускорениями нулевого, первого, второго, ... n-го порядков.

При таком определении скорость можно рассматривать как ускорение

нулевого поря~~а.:- для фиксированной точки движущейся плоскости с

координатами х, у

dx/dp = О, djj;dp = О. (2)

В дальнейшем производные будем обозначать штрихом и скобками. Про
дифференцировав (1) ПО Р И учитывая условия (2). получим

ио , х = е + (y- 'lJ) ~', ио.у = 'lJ' + (х - ~) ~ '. (3)

Преобразуем формулы (3) в тождеств а

(х- ~) ' = (у - 'lJ) ~ ' , (у- 'lJ) ' = (x- ~) ~ ' . (4)

Последовательное дифференцирование (3) по р с учетом тождеств (4)
приводит к новым формулам:

иl . х = ~" + (х - ~) (~')2 + (у - 'lJ) ~",

Vl, y = 'lJ" + (у - 'lJ) ( ~') 2 + (х -~) ~ ,, ; (5)

и2.х = С + (у - 'lJ) (?"' +(~')З) + 3 (х - ~) ~'~",

и2.у = 'lJ ~ + (х - О (~ "' + (~')З) + 3 (у -"tJ) ~'~ "; (6)

На основе (5) и (6) приходим к выводу, что выражения для компо

нент иn .х , и" . у ускорения произвольного л-го порядка рассматриваемой

точки движущейся псевдоев клидовой плоскости будут иметь вид

V".X = ~ ("+ 1) + В" (х- О + А " (у - 'lJ),

и",у = 7J(n+l) + А" (х - О + В" (1/ - 7J). (7)

Здесь А n • В" - определенные фун кции обыкновенных производных раз

ных пор яд.ксв ОТ ~ ПО р , зависящие от индекса п , доказательство равенств

(7) производится методом математической индукции. При п = 1 формулы

(7) верны. Допустим, что они верны для какого-либо п - 1:

V,,-l,x = ;(n ) + Аn- 1 (у - 7J) + Вn- l (х- ~) ,

Vn-l, y = 7j(n) + Аn- I (х - ~ ) + Вn- 1 (у - 'lJ). (8)

Продифференцировав (8) по р один раз и используя тождества (4),
получим

Vn.x= ;(,,+1) + (A~-l + Вn- 1 р ' ) (у -7j) + (B~-l + An-l~') (х- ~) ,

и". 1j = 7J (,,+ I) + (A~- l + Bn-l~') (х - ~) + (B~_l + А n- 1 ? ' ) (у - 7J) . (9)

Соотношения (9) имеют форму равенств (8) . Из сравнения формул (9) и

(7) получим рекуррентные соотношения

А" = A~-l + B,,-l~' . В" = B~-l + An-l~', (10)

позволяющие найти А n , В" по известным A,,-l, Bn- I, A~-l, B~_l' ?' .
А о , Во содержатся в соотношения х (3), A 1, В 1-в (5). Подставляя выра

жения дЛЯ А 2 , В2 из (6) в (10), получим выражения дл я Аз, Вз:

Аз = ?(4) + 6( ~ ')~", Вг = 4рТ' + 3 (?")2+ (р') 4.
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Рассмотрим вращательное движение псевдоевклидовой плоскости вок

руг неподвижной точки ~ = О, "fJ = О. Соотношения (7) в этом случае

принимают вид

(11)
Отсюда получаем

(12)
где

1
- 1 - V 2 - 2. - V 2 2. k - VB2 А 2
v N - vn,x v n• y, Г - Х - у, п - n - '"

Так как Аn, В" зависят от р, то kn также является функцией от р,
Для каждого фиксированного р из (12) вытекает

Свойство 1. Во всех точках гиперболы х2 - у2 = а2 на вращающейся

псевдоевклидовой плоскости в данный момент времени модуль вектора

ускорения n-го порядка один и тот же.

В соответствии с [2] угол между векторами Vn И Г определяется

формулой

сЬ (-;n, ;:) = \-;n-; // V ;~;\ (13)

Подставляя соотношения (11) и (12) в формулу (13), получим

сЬ (;n, -;.) = IВ"г2 / / V r2k~r2. (14)

- - -2 -
Согласно [2], VnT, V", ,2 должны быть одного знака. ЭТО равносильно

тому, что Вnг2 , ,2k~, , 2 тоже одного знака, соблюдение чего ведет к не
равенствам

В" > о, IВ" I> IА" 1·
С учетом первого неравенства из (15) и некоторых

образуется к виду

(15)

упрощений (14) пре-

(16)

Из формулы (14) следует, что угол между v" и изотропным вектором t'
неопределен. Из формулы (16) находим

(17)

(17) сформу-основании

th[±(vn, ')]=IA,,/Bnl,
р. Зафиксировав р, нагде Аn , В" зависят от

лируем

Свойство 2. Если выполнены условия (15), то для ф~ксированного

значения р угол между вектором ускорения л-го порядка v n И радиусом

вектором г с точностью до знака один и тот же на всей вращающейся

псевдоевклидовой плоскости, за исключением изотропных прямых, где

он неспределен.

(Лигиn В. Н . Заметка об ускорениях высших порядков . в движеиии неизменя
емой системы. - Одесса, ]973.-23 с.

2. Рашевский п. К. Риманова геометрия и тевзорный анализ. - М. : Наука, 1967.-
664 с.
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