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Исходной при использовании методов механики разрушения (8] служит,

в частности, поставляем ая теорией упругости информация о напряжен 

но-деформированном состоянии вблизи вершин трещин (математических

разрезов) .
Методы решения двумерных краевых задач для областей с раз 

резами, когда последние целиком (включая вершины) расположены

в однородной с реде , разработаны к настоящему времени достаточно

п ол но. Подроб ную библиографию по этим вопросам можно найти в [7].
Отличия в развитии трещин в структурно-неоднородных телах, в том

числе в композиционных материалах, обусловлены, в первую очередь ,

н аличием поверхностей раздела, которые могут являться как п ретр адой

н а п ути распр остр а нени я трещин, так и их источником . В ажное значе

ние в свя зи с этим п р иоб р етает исследование полей напряжений вблизи

р а зр езов , частично или полностью расположенных на линиях раздела

сред с различными упругими свойств ами .

Известно большое кол ичество работ , посвященных решению тако

го рода з адач для некоторых ч а стны х конфигур аций, преимущественно

для прямых и круговых разрезов и л ин и й раздела .

Одним из методов, свободных от таких жестких о гр а н ичен ий на

форму границы области , является метод интегральны х уравнений .

В [2] в рамках метода интегр альных у ра внен и й была рассмотрена

задача о продольном сдвиге анизотропной среды, содержащей двояко

п ериодическую систему инородных включений, ограниченных произволь

ными гладкими контур ами, при ч астичной отслойке волокон от матри 

цы , в [9] - плоская зада ч а теории упругости для изотропной среды , со

держащей инородное включение, ограниченное произвольным гладким

контуром, когда на линии р аздела располо~{ен р азр ез (здесь и далее

пр едполагаем, говоря о гладких дугах , что и х к р и визн ы удовлетворяют

условию Гельдера [5]).
В [1] бы л пр едл ожен осно в анны й н а м ето де интегральных ур авн ений

единый подх од к решени ю плоской з ада ч и теории упругости для изот 

ропной кусочно-однородн ой ср еды с ра зр езами, когд а граница о бл а сти

(объедин ение разре зов и л ин и й р аздел а м атери алов) есть произвольная

кусочио -глад кая линия . Такая постановк а охватыв ает случа и инор од

н ого в ключения с кусочн о-гл адким контуром , р азр еза с точк ой излома ,

ветвящегося р а з р ез а , расположения р азр еза на линии р аздела мате

риа лов, выхода н а эту л ин ию или пер есеч ения с н ей и т . п.

Интегра льные представл ения для комп лексных потенци алов Коло

сова - Мусхелишвили [4] конструировались в [1] путем определенной

модификации представлений типа [10]. Достоинством использованных
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в [11 представлений является то, что они автоматически удовлетворяют

условию непрерывности вектора напряжения при переходе через гра

ницу области . Из оставшихся краевых условий следует сингулярное

интегральное уравнение с неподвижными особенностями (регулярные

ядра полученного уравнения ведут себя в смысле дифференцируемости

как кривизна границы области, чем и объясняется появление непод

вижных особенностей в угловых точках границы - точках, где сходят

ся не касательные друг к другу гладкие дуги).

Распространим схему [1] на случай продольного сдвига изотропной

кусочно-однородной среды с разрезами.

Пусть в плоскости комплексной переменной г = Х! + iX2 имеется

простой замкнутый кусочио-гладкий контур Г с одной угловой точкой С.

Модуль сдвига среды внутри контура Г (область Dl - включение) и

вне (облас ть D - матрица) принимает значения 1-'-1 и f.L соответственно.

Из точки с к точкам CI, С2, СЗ выходят три гладких разреза: Е, - в

область D\, L2 - В область D. Lз - вдоль контура Г (рис. 1).
Берега разрезов свободны от усилий, на L4 = Г"-.J- з имеет место

идеальный контакт материалов. Точки С, с.. С2, Сз будем называть уз

лами, под границей L понимаем объеnинение всех дуг Е, (i = 1, .. ., 4).
Обозначим также через 'л' величину (f11-f1)/(f11+f1).

Требуется определитькусочно-голоморфнуюфункцию F (г), обеспечи

вающую заданное однородное напряженное состояние на бесконечности

0\3'), а~з) И удовлетворяющую в отличных от узлов точках границы L
следующим краевым условиям: Т+ = Т- = О на разрезах; Т+ = Т- и

d (иt - Из)lds = О на участке идеа.1ЬНОГО контакта (s - дуговая абсцис
са). Предполагается при этом, что перемешение ИЗ и касательное напря

жение Т, действующее на какой-либо элемент, ссл."Тав.1ЯЮЩИЙ угол 8
с осью OXI, вычисляются по извеСТНЫ~1 формул ам [4!

р·Из = Re f (г), Т = 1т [F (г) ехр (i8)],

где F (г) = ['(г).
Используя результаты [3], запишем

F (г) = -1.S р (~) ехр [- iб ('t)] d't + Е(со), (1)
2п! 't - Z

L

Е(СО)=а\~)-iа~~), Imp('t) =0.
Нетрудно видеть, что представление (1) автоматически удовлетво

ряет условию Т+ = Т- на всех участках границы. Подставляя предель

ные значения (1) в оставшиеся краевые условия, приходим к сингуляр

тому интегральному уравнению с неподвижными особенностями относи

гельно искомой плотности р (,):
л·

p(l)--ImМ{t; Р('t»)=2л*Rе[q(t)Е(со)], tEL 4 , (2)
1t

~ Reм (t; р ('t») = 2 1т [q (t) Е(оо)], t Е с, U L 2 U и,

М (t; р ('t») = 5 р (~)'t~t q (t) а«,
I

q (t) = ехр [i8 (t)].

К уравнению (2)' следует присовокупить условие однозначности пере

мещений аналогичное [1].
Характером поведения интегрального уравнения (2) и представ

ления (1) вблизи узловых точек границы полностью определяется

асимптотическое распределение напряжений вблизи узловых точек [1,
5,6]. .

Нам неизвестны работы, посвященные численному решению сингу-

лярных интегральных уравнени й с неподвижными особенностями, задан

ных на кусочно-гладких контурах общего вида. Представляется целес о-
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образным в связи с этим попытаться использовать для численного реше

ния уравнений указанного класса методы , разработанные для численного

решения уравнений, заданных на простых разомкнутых дугах. Здесь

для этой цели выбрана основанная на полигональной аппроксимации иско

мых функ ций процедура типа рассмотренной в [3]. Проиллюстрируем

применение метода полигональной аппроксимации на примере решения

интегрального уравнения, соответствующего случаю выхода разреза на

контур включения (на рис . 1 разрез Е, отсутствует; идеальный контакт

материалов имеет место вдоль всего контура Г, который предполагается

гладким). Отметим, прежде всего, что порядок особенности плотности

р (-,) в узле с равен, как это сразу видно из интегрального уравнения,

1;2. Представим плотность р(,) в виде p('t) =W(5);[,Vs(l- 5)1] на L2;

р ('t) = V (50)/[50 (d - 50)}1 на Г. Здесь ш (5) и V (50) - удовлетвор яют уело-

2,*

иа2,0 3,0
Рис. 2.

1,0

---------~---

Рис . 1.

о

вию Гельдера на L 2 и Г; 1 и d - длины дуг L2 И Г; S и 50 - дуговые

абсциссы, отсчитываемые на L 2 и Г от нуля до l и d в направлении.

указанном на рис. 1 стрелками; 1- порядок особенности ПЛОТНОС1И р ('t)
В узле с. Из асимптотического анализа и нтегрального уравнения (2)
следуют соотношения

v (О) = _ ).: sin [(1 - 1) '!'1w (l) (3)
d1 sin (1п) уТ'

v (d) = _ ),' sin [-1п + (1- 1) <р1 ш (l)
d1 sin (1 п) уГ

и трансцендентное уравнение относительно Т : Будем разыс кивать ФУН К

ции W (s) и v (50) В виде полигонов (кусочно-линейных функций). Можно

показать та кже на ос нове анализа асимптотического поведения интег

р ального ур авнения, что в определенных случаях производные функций

W (s) и v (so) обращаются в бесконечно сть в узле с. В этих случаях функ

ции w (s) и v (so) будем аппроксимировать вблизи узла с соответствую

щими степенными фун кция ми . Требу я вып олнения интегрального уравн е

ния на дис кретн ом множестве точек коллокации. пол учаем систему

линейных алгебраических ур авнений относительно узловых эначений поли

гона . Для замык ания системы к ней следует добавить условие одно

значности персмещений и соотношений (3). Отработка различных вари

антов численной реализации описанной выше схемы осуществлялась на

некоторых простейших сингулярных интегральных уравнениях, за мкнутые

решения которых известны.

На рис . 2 при ведены результаты ' расчетов коэффициентов интенсив

ности напр яжений у вершин трещины продольного сдвиг а ДЛЯ компо

зиции типа сталь - алюминий (отношение i. модулей сдвига включения

и матр ицы равно 3). Разрез длиной [, расп оложенный вдоль оси Ох"

выходит под прямым углом ('f = ::/2, .. = 1/3) на конту р эллиптического

включения, направление полуосей а и Ь котор ого совпадает с направле

нием осей Ох! н ОХ2 соответственно, а/Ь ~ 5. Нижняя кривая соответ

ствует узлу С2 и иллюстрирует зависимость величины I1i п1 [2Т V р !L] I от
~~O

величины [/а, верхняя кривая соответствует узлу с и иллюстрир ует из-
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менение величины I (l + 1/1.) s i п (1'1t) lim [Т (p/l)]1 1, где Т - напряжение
р_О

на продолжении разреза за вершину; р - расстояние до вершины раз-

• ( 00) О . (00 ) 1
р еза, 0 13 = , 023 = .

1. Григолюк Э. Н., Грингаиэ М. Г., Фильшаинский Л. А . Об одном подходе к

исследованию сингулярных полей напряжени й в кусочно -однородной среде

с в егвящимися разрезами.-докл. АН СССР, 198 1, 261, N2 3, с. 567-570.
2. Долгих В. Н., Фильипинский Л. А. продольный сдв и г композиционного м ате 

ри ал а с дефектами . - Изв. АН СССР. Сер. Мех ани ка твердого тела, 1980 , N2 4,
с. 103-11 0.

3. Лаврентьев М. А . О построении потока , обтекающего дугу зада нно й формы .
Тр. ЦАГИ , 1932, вы п . 118.-58 с .

4. Муехелuшвuлu Н . И. Н екоторы е основные зада чи математической теори и упруго 
сти . - М . : На ук а , 1966.-708 с .

5. Муехелuшвили Н. Н. Син гулярные интегральные уравнен ия.- М. : Н аука , 1968.
5 12 с .

6. Партон В. З., Перлин П. Н. Интегральные уравнени я теории упругости. - ,\ \ . :
Наука , 1977.- 312 с.

7. Саврик М. П. двумерные задачи упругости для тел с трещи н а м и. - Киев: Н а у к.

думка, 198 1.- 324 с .

8. Черепанов Г. П. Мех а н и к а х рупкого р азрушен и я. - М.: Н а ука , 1974.- 640 с .
9. l oakimidis N . 1. , Тпеосапэ Р. S. А cur vi l [ пе а г с г гс k a10ng the intc,rface of t wo р г ап е

iso t ropic elast ic media . - Rev . Roum . Sc i. Теспп , SCl'. Мес . Appl. , 1978. 23, N 4.
р . 5 63 -575.

10. Sherman О. 1. Оп t he рго о г егп of р1апе str a in in non-hom ogc::neous medi a. - 1п: Non
hom ogenei ty in elast ic it y and plast ic ity. P ergam on press , 1959, р. 3-20.

Сумекий филиал Ха рьк ов ского

политехнического ин-тв

УДК 530. 12: 53 1.18: 537.8: 514

Я. И. Комарницкий

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ УСКОРЕНИй

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ ДЛЯ ПОСТУПАТЕЛЬНО-ВРАЩАТЕЛЬНОГО

ДВИЖЕНИЯ ПСЕВДОЕВКЛИДОВОЙ ПЛОСКОСТИ

Получено 26.04.83.

в работе [J] изучен общ и й случ ай плоского движен и я плоской неизме

няемой фигуры с и сп ол ьзованием ускорен ий высших пор ядков. Под

общим случаем пл оского дв ижен и я пон и м ается поступательное и вра

щательное дв ижени я. В этой р аботе использовалась воз м ожность з а 

фиксирова ть о бе координаты н а евклидово й плоскости . Эта воз можность

обусловлена простр анствен н остью обеих евклидовых координат . После

изуче н ия общего случая п л оского движения н е изменяемой фигуры изу

ч аютс я некоторые общие свойства ускорен и й высших пор ядков точек

н еизме н яе мо й фигуры при с а м ом общем дв ижен и и в п ро ст р ан стве .

В н астоящей статье рассмотрен общий случай пл ос кого дв ижен и я

псевдое в клидово й плоскости. Сформулирован ы некото р ые общие свой

ства ускор ен ий высш их порядков точек этой плос кости. Некоторые ре

зультаты, относящиеся к движению псевдоевкл идовой плоскости, отли

ч аются от а налог ичных результатов дл я движения евкл идсвой плоско

сти. Н а дв ижущейся поступательно и вращател ьно п севдоевклидовой

плоскости можно зафикс иров ать две координаты . Из -за этого она не

совпадает с псевдоевкл идной плоскостью Минковс кого , но ее р а ссмотре

н ие и меет смысл в электродинам ике с плотностям и электр ического и

м агн итного токов .

Р а з в ити е тео рии кула чковых м ехан измов , н а ч авшееся в 30-х года х

ХХ века, показал о. ч10 по край ней м ере ускорения 2- го порядка явля 

ются необходимыми для обеспеч ен и я точ ной работы меха н измов .

Р ассмотрим две псевдоевкл идовые плоскости, пер в а я из которых

является неподвижной, а вторая дв ижетс я поступ ательно и вращатель

но . Н а перво й плоскости введем ортогональную систему координат
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