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ПРИНЦИП МАКСИМУМА МОДУЛЯ ДЛЯ ВОЛНОВЫХ

УРАВНЕНИй ЛИНЕЙНОй УПРУГОСТИ

Обзор работ по доказательству п ринципа максимума можно найти в [4].
Пусть G- область в евклидсвом пространстве RЗ. Ищется достаточно

~

гладкий вектор W:
-. 1 00 -'1-

U (х , т) = 2n 5 w (х , ш) e-l""dw,
-00

(1 )

удовлетворяющи й в области G уравнению

ас:W+ ь grad div W + 1\!:. = о. (2)

Теорема 1, Пусть в области G функция W удовлетворяет ур авнению

(1). Тогда для того , чтобы внутри области величина функции не могла

иметь маКСИМУМа , достаточно выполнения условия

1\1 < 1\ 2 < О. (3)
А А

Здесь введены обозначения 1\ 1 = а + Ь ' А 2 = а'

д о к а з а т е л ь с т в о. Решение однородного уравнени я (2) можно
~ ~ ~

представить в виде суммы W = W 1 + w2 И В G

(!::>. + 1\ 1) W1 = О , rot W1 = О, (4)

(!::>. + Л 2) W2 = О , divW2 = О . (5)
Обозначим

~. = ReW = Re \17 1+ ReW2= W1+ W2,

Ф = 1 т W = 1 т W1 + 1 т W2 = Ф 1 +.Ф2.
Исходя из уравнений (2) , (4), (5) полу чаем два различны х

соотнош ения дЛЯ W' f::" ЧJ" ;

~ ~ А - Л Ь (-2 ~ - )
WLlI)J' = - - 1.{:2 + - .-- W1 + \lJ'l W2

а а а+Ь '

по записи

(6)
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WllW = - ~q:·2_~. ~ (w; + W1W2). (7)
а+Ь а+Ь а -

~ ~

Если А < О, то, как следует из (6), (7), WllW > О, если только W1 и
--1- ~ - -') - -- - 2
W2 удовлетворяют неравенству W1W2 < - Wj или W1W2 > - Ч!2.

Пусть

iir~ > iir~ (8)

и

~2 ~ ~ -2
- \Jf l < W1W2< - W2 ,

Используя неравенство

~- Аl+А?(~2-'
- (1\1 + 1\ 2) ~'lW2 :> 2 -чr 1 + чrц

справедливое при А 1 + А 2 < О И то обстоятельство, что

--+ - -2 - --+ -2
W6.чr = - А 1чr 1 - (1\1 + 1\ 2) W1W2- A 2W 2, (9)

(1 О)

Согл асно (8), (10) и в этом случае Wt.W :> О, если только А) < А2 •

Опер атор Лапласа от квадрата модуля удовлетворяет неравенству

---+ ---,. --...... ~ ~ --10- ---+ ~----+

6.1 W12 > ~·l6.Wl + \IJ'26.W 2 -1- 1Vз 6. ЧТ з = чr6.чr:> О. (11 )

налоги чно можно доказать неравенство 6.IФI 2 > О. Следовательно,

IWI = у- Ф? +W2 не может иметь максимума в области G.
тсорему 1 можно использовать для доказательства теорем единст

венности.

Теорема 2. Пусть W(l\ И W(2) - два достаточно гладких решения

fL6. W+ (л + f!') grad div W+ pw 2W= Р(х),
--+ -

w 15= t (х).

(12)

(13)-F (х) = О всюду, кроме ограниченной подобласти Gf с G, f (х) = О, кроме

ограниченной подобласти 51с -". 5 - поверхность, образованная семей

ством, может быть, и бесконечным (замкнутыми или уходящими на бес

конечности поверхностями). Если при Re w = о, 11т w 1> о выполнено

vсловие

1im (W(l) - W (2) 1= О, то W(l) == W(2 ).
Ixl-+ oo

Д О К а з а т е л ь с т в о теоремы основывается на теореме 1 и аналити

ческом критерии принципа причинности [3]. Причем полученное анали

тическим продолжением решение при 1m w = О аудет также единственным.

В области G задана задача несвязанной термоупругости в простран

стве изображений Фурье по времени:

f!'6. W + (1, + f1) grad div W- (3), + 2f1) 'J.t grad t + pw 2W= F(х), (14)

М + iwt = Q (х) , (15)
--+ -+

~V 15= f (х), (16)
д!
дn + kt 15= Т (х) . (17)

- -
На Р, Q, f, т накладываются ограничения аналогичные ограниче-

ниям теоремы 2
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->
Теорема 3. Пусть W(I), W(2), ((1), (2) - два решения (14)-(17) в О.

Если выполнены условия при Re (J) = о 1т ш > О

- - ~ ~Jim IW'!) - W(2) 1= О, Нгп 1((1) - (2) 1= О, то W(l) == W(2), [(1) = [(2).
Ixl -' 00 Ixl-+oo

Д о к а з а т е л ь с т в о требует привлечения результатов работы (2]
и в дальнейшем не отличается от доказательства теоремы 2.

Если выполняется аналитический критерий принцила причинности,

то так же легко могут быть доказаны, на основании работы (2J, теоремы
единственности квазистатической задачи термсупругости для полупро

странства, если силовая часть задачи аналогична УСЛОВИЯМ теоремы

7.1,7.2,7.3 работы [1,-:л. Щ . ->

Теорема 4. ПУСТЬ H7(1) (х, w), W(2) (х, ш) , 1 (1 ) (х, ('1) , [ (2) (х, w) - два

регулярных в полупространстве хз :;;,. О решения уравнен и й

[16,W+ (1, + f1) graddivW- р grad ( = О,

М + i.:::.[ = О.
а

л 3 л 1
Если выполнены условия л -1- f.L 1= "2 и л -1- f.L =1= 2' !J. =F О ,

lim Iх 1-1 W!I)/- w~2)1= о, i = 1, 2, 3,
Ixl -+oo

W(l ) I -о = W( 2) I -о = (J) (Х)
хз- хз- I ,

дt( l ) + k((1) I = дt(2 ) + k[ (2) I = Т,
дп х,=о дп ",,=0

(1 8)

(19)

(20)

(21)

(22)

-> ->
то W(1) =W(2), [(1) =(2).

Теорема 5. Если два поля напряжений TW(I) (х, w), TW ( ~ ! (х , w) имеют
равные значения на границе хз = О, для температуры сп р аведл ивы гра

ни чные условия (22) и выполнены УСЛОВИЯ

1imlxl-1IЧi(Х, (0)1=0, i=I, 2, 3, (23)
IXI~ 00

Птп I "ё ,, ~ (х, w) I= О, а, ~ = 1,2, (24)
Ixl-+oo

л ~ f.L =1= ;, !J. =1= О, ТО TW(1) (х, w) = Т W( 2) (х, w), 1(1) 1(2),

а смещения определяются с точностью до перемещения тела как жест

кого целого.

Теорема 6. Если на граничной плоскости хз = О выполнены условия

W~l) (х, ш) - W~2) (х, w) = О, 't~ jl (х, w) - "ё~~) (х, w) = О, i = 1, 2, (25)

или УСЛОВИЯ

W~l) (х, w) - W~2) (х, w) = О, i = 1, 2, "ё1У (х, w) - "ё1~ (х, w) = О, (26)

_Л_ =1= -21, l1 =1= О, то поле напря жен ий II температура определяются одно-
A+ I.L I

значно, а смещения отличаются один от др угого н а жесткое смещение

тела как целого.

Отметим, что доказательство теорем единственности может быть

приведено и при использовании гиперболического уравнения теплопро 

водности .

Результаты теоремы 1 могут быть использованы также при реше

нии з ада ч с нелиней н ыми граничными условиями на основе теорем

сравнения и численного обращения преобразования Лапласа.
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Исходной при использовании методов механики разрушения (8] служит,

в частности, поставляем ая теорией упругости информация о напряжен 

но-деформированном состоянии вблизи вершин трещин (математических

разрезов) .
Методы решения двумерных краевых задач для областей с раз 

резами, когда последние целиком (включая вершины) расположены

в однородной с реде , разработаны к настоящему времени достаточно

п ол но. Подроб ную библиографию по этим вопросам можно найти в [7].
Отличия в развитии трещин в структурно-неоднородных телах, в том

числе в композиционных материалах, обусловлены, в первую очередь ,

н аличием поверхностей раздела, которые могут являться как п ретр адой

н а п ути распр остр а нени я трещин, так и их источником . В ажное значе

ние в свя зи с этим п р иоб р етает исследование полей напряжений вблизи

р а зр езов , частично или полностью расположенных на линиях раздела

сред с различными упругими свойств ами .

Известно большое кол ичество работ , посвященных решению тако

го рода з адач для некоторых ч а стны х конфигур аций, преимущественно

для прямых и круговых разрезов и л ин и й раздела .

Одним из методов, свободных от таких жестких о гр а н ичен ий на

форму границы области , является метод интегральны х уравнений .

В [2] в рамках метода интегр альных у ра внен и й была рассмотрена

задача о продольном сдвиге анизотропной среды, содержащей двояко

п ериодическую систему инородных включений, ограниченных произволь

ными гладкими контур ами, при ч астичной отслойке волокон от матри 

цы , в [9] - плоская зада ч а теории упругости для изотропной среды , со

держащей инородное включение, ограниченное произвольным гладким

контуром, когда на линии р аздела располо~{ен р азр ез (здесь и далее

пр едполагаем, говоря о гладких дугах , что и х к р и визн ы удовлетворяют

условию Гельдера [5]).
В [1] бы л пр едл ожен осно в анны й н а м ето де интегральных ур авн ений

единый подх од к решени ю плоской з ада ч и теории упругости для изот 

ропной кусочно-однородн ой ср еды с ра зр езами, когд а граница о бл а сти

(объедин ение разре зов и л ин и й р аздел а м атери алов) есть произвольная

кусочио -глад кая линия . Такая постановк а охватыв ает случа и инор од

н ого в ключения с кусочн о-гл адким контуром , р азр еза с точк ой излома ,

ветвящегося р а з р ез а , расположения р азр еза на линии р аздела мате

риа лов, выхода н а эту л ин ию или пер есеч ения с н ей и т . п.

Интегра льные представл ения для комп лексных потенци алов Коло

сова - Мусхелишвили [4] конструировались в [1] путем определенной

модификации представлений типа [10]. Достоинством использованных
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