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Р. В. ФИЛЬЦ

ДИСКРЕТНЫй АНАЛОГ ОПЕРАТОРА ГАМИЛЬТОНА

Одним из важнейших этапов разработки численных алгоритмов реше

ния краевых з адач математической физики является составление р аз

!;10СТНЫХ операторов, аппроксимирующих дифференциальные операторы,

входящие в ключевые дифференциальные уравнения. Эта процелура

выполняется для каждого вновь р ассматриваемого оператора в отдель

ности [1] и при этом не став ится требование, чтобы разностное уравне

ние, аппроксимирующее исходное тензорное дифференциальное уравне

ние, сохраняло свойство инвариантности при преобразованиях коорди

нат. Игнорирование этого требования привносит в разностную краевую

задачу качества, не свойственные исходной дифференциальной краевой

задаче, что приводит К зависимости численного решения от выбора си

стемы координат, а при особо неблагоприятном стечении обстоятельств

может пагубно отразиться даже на качественной стороне результатов.

Н иже излагается сущность метода, обеспечивающего для диффе

ренциального оператора Гамильтона составление инвариантного раз

ностного аналога.

Рассмотрим в трехмерном евклидсвом пространстве скалярную функ

цию U = U [ х, у, з], являющуюся полным полиномом n-й степени. Пусть

заданы Р = (3 + n)!/(6n!) точек QD = Q 'ХО , УР' zo1 (р = Г,'Р) и в этих точ
ках известны значен ия функции U равные соответственно U 1, ... , U г

Эти точки будем называть узлами, и х совокупность - комплектом, а

значения фу нк ци и в узла х - дискретами. Будем полагать, что узлы не

принадлежат одной поверхности n-го порядка, а удовлетворяющий этому

условию комплект будем называть несингулярным.

Разложение функции U в ряд Гейлора имеет вид

U = ц(О) + ц(Х)х + ц(у)у + ц(2)г + u(хч)2ху/21 + u(YZ)2yz/2t + цФ)2гх/2! +
+ ц(х2)х2/2I + Ц(lj2)!//2! + ц(2)г2(2! + .. " + ц(хП)ХП/nl + ц( у")УП/nl +

+ u(zn)zn/n!, (1)

где буквы и С верхними индексами, заключенными в скобки , обозначают

частные производные функции U по соответствующим независимым пере

менным, вычисленные в начале координат .

Введя в рассмотрение Р-мерное линейное ве кторное пространство,

представим выражение (1) в виде

где U = Ти,

Т = (1, 2ху 2yz 2zx х 2 у2 z 2 х" у" ~)Х, у, z, 2" 2" 2" 21' 2" 21' ~ . ., nl' n1' nl

(2)

(3)

- Р-мерный вектор-строка, называемый в дальнейшем вектором Тейлора;
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(4)

Здесь и

и(Уn) , u(zn»),

- Р-мерный вектор - столбец производных пр и Х = lj = г = О .

далее индекс * обозна чает транспонирование.

Составив для каждого из узлов комплекта выражени е вида О), пр и 

дем к линейной системе алгебраическ их у ра внений

и 1 = и(О) + и(Х)Хl + U(Y)Yl + u(zJz, + u(xY)2x'YI /2! + .. . + u(zn)z7/n !,

(5)

И р = и(О) + и(Х)хр + и (У)УР + u (Z)z p + и(ч)2ХрУр/2! + '" -.!... u( zn )z~ /n ! .

В векторной зап иси эта система имеет в ид

где и. = (И 1 , ... ,

- -
И , = Ти,

ИР). - вектор-столбец дискрет узлов комплекта ;

(6)

Т=

Хр УР гр 2Xpypj2! ' " z~jn !

(7)

- Р-мерная к в адр атн ая несингулярна я матрица , называемая в даль 

нейшем матр и цей Тейлора .

Решив у рав нение (6) относительно вектора производных, и меем

~. = Т- 1О..
С учетом (8) выражение (2) принимает в ид

И = TT-IU. = рти"
где

(8)

(9)

рт = 1'Т-I (10)

- Р-мерный вектор - строк а, являющийся оператором, преобр азующим

вектор -столбец дискрет и. функции И на комплекте узлов в текущее
значение этой функци и в произвольной точке пространства . Назовем е го

формантом Тейлора .

Рассмотрим новую систему координат, расположенн ую таким обра 

зом, что ее начало определя ется в исходной системе х , у, г координа 

тами хо , уо, го, а положен ия ее осей по отношению к осям исходной

системы заданы углами а ; и, k = х, У, г) .
jk

Координаты точки Q в исходной и новой система х связаны линей

ными соотношениями

Х = Х COS а _+ У COS а _ + z cos а _ + хо ,
х Х <. l ; ( 'l

У = х COS а _ + у COS а _ + z cos а _ + Уо,

I Х ~I {! i/ 1

(11 )

г = х COS а. _ + У cos а. _ + г cos а. _ + 20 .
г " Z 'J ~ г

Подставив (11) в (1), придем к выражению , которое в сил у линейности

соотношений (11) так же явл яется в общем случае полным полином ом

п-й степени. Представим его в виде

и = Ти , (12)
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где

2у г 2z х

21' 2!'
гn)

. . ., nt' (13)

~, = ( и( О ) , и», и ( у) , U(Z), и (х . у) , ... , и(;n») . (1 4)

_ соответств ен но вектор Тейлора и вектор производных в новой системе

координат . Повтор ив операции , аналоги чные вы полненным в (7)-(10),
на ходим, что

(15)

где Т, рт - соответственно матрица Тейлора и формант Тейлора , сос

тавленные в системе Х, у, г , Сопоставляя (15) с (9), находим, что

- --- - 1 -+ -

рт = ТТ = Т'Т":' = Рт , т . е, формант Тейлора не зависит от системы

координат .

Подставив выражения (1 1) в вектор (3), получаем следующие фор 

МУ ,1Ы преобразования для вектора Тейлор а:

Т=ТФ, Т = ТФ- I , (16)

где Ф - Р - мерная матрица , определяемая координатами Хо , Уа, Zo н

углами cr. jk, причем det Ф - _1. Поскольку матрицы Т и Т формируются

постр о чно нз векторов Т и Т соответственно, то для матрицы Тейлора
и обр атной ее матрицы справедливы формулы преобразования:

-
Т=ТФ , Т=ТФ-I ,

- -
Т::' = ф-1Т-l , Т:: ' = Ф'Г>> ,

Согласно (2), (1 6), (12)

-
и = Ти, = ТФи, = Т и.

и , следовательно , вектор производных преобр азуется по формулам

(17)

(1 8)

- --
и. = ф-I и " и. = Фи, . (19)

Продифференци ровав выражен ие (6) по переменным Х, У , г, имеем

ди дТ - ди дТ - ди дТ -
дх = дх и. , ду = ду и., дг = дг и ., (20)

Частные производные вектора Тейлора имеют в ид

дТ
дх = (О, Г, О, О , у, О , z, Х , О , О , . . . , хn- 1 / (n - 1)1, О , О),

д~ = (О, О, Г, О , Х , г , О , О , и , О , .. " О , yn-I /(n - 1)1 , О), (21)

д~ = (О, О, О , Г , О, у, Х, О, О, z, ... , О , О , Zn-l/(n - 1)1) ,

т . е . он и представляют собой векторы, форми руемые из тех же элемен 

тов, из которых состоит вектор 1', Поэтому векторы (21) могут быть пред 

ставлены в виде произведений

дТ - дТ - дТ -
дх = ТП « , ду = ТЕ)», дi = ТDз , (22)
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где Т) , D 2, Dз - Р-мерные квадратные сингулярные матрицы, элемен

тами которых являются нули или единицы.

Градиент функции U с учетом (2), (22), (8) определяется выражением

ди - ди - ди - - - - - -
\7 U =gгаdU=а- i+ -а j+ -a k= Т{D 1i+ D2i+ Dзk) u =

х у г *

= TN;;. = T NT-1 U. = РНй. . (23)

Здесь i , [, k - орты по ос я м х , у, г соответственно ;

Легко убедиться , что

N = D J'+ D 21 + Dзk;

рн = зт-»,

(24)

(25)

\7 Т = T N,

т. е. умножение вектора Тейлора на матрицу N равносильно действию

на этот вектор дифференциального оператора Гамильтона, поэтому мат

рицу N л ог и чно на-:вать матрицей Гамильтона.

Bektop -сТJ;0ка Fн является оператором, преобразующим вектор-стол

бец дискрет и. ФУНКЦИИ U на комплекте узлов в текущее зна чение гра

диента этой фУНКЦИИ в произвольной точке пространства. Назовем век-

тор Fн формантом Гамильтона.
- - -

Повторив пр и мен ительно к системе коорди нат х, у, г операции ,

аналоги чные иэложенным в выражен и я х (21)-(24), и меем

ди - - ди - - ди - -
-:::- = TD1u., --==- = TD2u., --==- = ТDзu.,
дх ду дг

( - - -) - - - - -
ги - ди - ди - - - - - -

grad U = --==- i + --==- i + --::- k = Т (D1i + D2j +Dзk) и. =
дх ду дг

- - -= TNu. = T NT-1 U . = рни., (26)

- -
где i, i, k - орты; N = D 1i + D 2j + Dзk - матрица Гамильтона ; Рн =

= T NT- l - формант Гамильтона в новой системе координат .

Сопоставля я (26) с (23), на ходим, что формант Гамильгона

рн = T NT- ' = TNT-I = рн (27)

не зависит от системы координат .

Преобраэовав выражение (26) с учетом (16), (18), приходим к ра -- -- -
венству ТФNф-lТ- l = T NT- J, откуда в силу проиэвольности вектора

т и матрицы Т следуют формулы преобразования матрицы Гамильтона :

- -
N = ф-1NФ , N . ФNф- l.

Есл и зада на векторная функци я

V= V [x, у, z]= Vx [x , у, z]7 + v y [x , у, z]J + Vz [x , у, z]k~

то , применив к скал я рным функциям Vх , Vy, Vz операции (l )-(1 О),

пр иходим К выр ажению

(28)
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где Vx . , V y . , Vz. , У.-Р-мерные вектор-столбцы дискрет в узлах комп
лекта соответственно для скалярных функций Vх , Vу, Vz И для вектор-

ной функции V.
Дивергенция функции V с учетом (28), (22), (24), (25) определяется

выражением

- . - ат - дТ - дТ -
V'V = dlV V = -T-IV + - T-IV • +-T-IV =

дх х . ду у дг '.

= т (D1T- I Vх• +D 2T-
1Vy • + DзТ-1Vz.) = TNT-IV . = FHV. . (29)

Аналогичным способом легк о получить выражение

V' Х V = гot V = тNT- I Х У. = Fн Х V.. (За)

Если для операций div V и гot V повторить все выкладки в системе

координат х, у , г, то с учетом (27) придем 1< выражениям

v V= FHV. = РНУ., v Х У = FH XV . = ГН Х 17•.
ИЗ выражений (23), (29), (30) следует , что вычислен ие градиента,

диве ргенции и ротора для функции трехмерного аргумента, представ

лен ного усеченным рядом Тейлора, формально сводится к замене диф

ферен ц иального оператора Гамильтона формантом Гамильтона, а самой

фун кци и - вектором ее дискрет на н ес ингулярном ком плекте узлов .

П р им ен и в формулы (23), (29), (30) к р-му узлу комплекта , полу

ч а е м разност ные выражения, определяющие рассматриваемые инвари

антн ы е дифф ер ен ци ал ьные опер ации через значен ие функции в узл ах

КО\: П .1 е к - а :

- -
где гр-ради ус-вектор р -го узла; Fнр -формант Гамильтона, вычислен -

ный в этом узл е. В виду независимости форманта Гамильтона от системы

координат удобно при вычислении вектора F Но располагать начало си 

стемы координат в р - \1 узле. При этом вектор Тейлора принимает вид

Т= (1, О, .. ., О) с и тогда, как легко убедиться, TN = (О, i, j, k,
О.. . . , О) , поэтому значен ие форманта Гамильтона вычисляется по выра-

жению FН р = T't 2 + Г:': З + k:т. ., где '2 , та , '1:4 - соответственно вторая,
третья и четвертая строки обратной матр ицы Тейлора , составленной при

условии, что начало системы координат расположено в р -н узле .

Полученные результаты применимы при любой степен и ПОЛИН О \1 а

для произвольного расположения узлов в несингулярном комплекте и

непосредственно пригодны для вычислений н а ЭВМ.

П ри принятой степени полинома и зада нном несингулярном комп

лекте узлов изложенный способ р еализации инвариантных диффер ен

циальных операций функции и соста влен ия инвариантных р а з ностн ых

выражений обеспечивает единственность решения, что непоср едственно

вытекает из несин гулярности матрицы Тейлора .

п риложвние

Для полинома третьей степен и вектор Тейло ра имеет в ид

т = (1, х, у, г, 2ху 2уг 2 гх
21 ' 2! ' 21'

зх2у 3у2г зz 2х зхi 3уг2

31' 3!' ЗТ, 31' 3/'
11 ему соответст вует матрица Гам ильтона
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ПРИНЦИП МАКСИМУМА МОДУЛЯ ДЛЯ ВОЛНОВЫХ

УРАВНЕНИй ЛИНЕЙНОй УПРУГОСТИ

Обзор работ по доказательству п ринципа максимума можно найти в [4].
Пусть G- область в евклидсвом пространстве RЗ. Ищется достаточно

~

гладкий вектор W:
-. 1 00 -'1-

U (х , т) = 2n 5 w (х , ш) e-l""dw,
-00

(1 )

удовлетворяющи й в области G уравнению

ас:W+ ь grad div W + 1\!:. = о. (2)

Теорема 1, Пусть в области G функция W удовлетворяет ур авнению

(1). Тогда для того , чтобы внутри области величина функции не могла

иметь маКСИМУМа , достаточно выполнения условия

1\1 < 1\ 2 < О. (3)
А А

Здесь введены обозначения 1\ 1 = а + Ь ' А 2 = а'

д о к а з а т е л ь с т в о. Решение однородного уравнени я (2) можно
~ ~ ~

представить в виде суммы W = W 1 + w2 И В G

(!::>. + 1\ 1) W1 = О , rot W1 = О, (4)

(!::>. + Л 2) W2 = О , divW2 = О . (5)
Обозначим

~. = ReW = Re \17 1+ ReW2= W1+ W2,

Ф = 1 т W = 1 т W1 + 1 т W2 = Ф 1 +.Ф2.
Исходя из уравнений (2) , (4), (5) полу чаем два различны х

соотнош ения дЛЯ W' f::" ЧJ" ;

~ ~ А - Л Ь (-2 ~ - )
WLlI)J' = - - 1.{:2 + - .-- W1 + \lJ'l W2

а а а+Ь '

по записи

(6)
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