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1. Рассм атривается задача определения передаточной характеристики (ПХ)

по рез ультатам измерени й . ПХ является функцией вида

К (jю) = М (j(J) /N ит),

n m

где i = 1 -1 ; N ит) = 1+ ~ а. ит) ' ; М (jю) = ~ аn+ !+11 (j(J)fJ.. Предпола-
"=1 11=0

гается , что т < п , а" =F О, аn+т+ ! =F О и многочлены М и N не имеют

общих корней. К (jю) - передаточная характеристика [1) , за висяща я о т

комплексного аргумента (комплексной частоты jю). для физически реали

зуемых лине й ны х п реобразователей многочлен N ит) имеет нули строго

в левой полуп лоскости и все коэффициенты ПХ - действительные числа.

2. Задача восстан овления ПХ по результатам измерений - частный

случай известной интерполяцион ной задачи Коши [4]. Пусть т и п - на

туральные числа, (г" (Q!i) , i = 1, 2, . . ., т + п + 2 - заданные пары комп

лексных ч исел. Требуется построить функцию f вида

t (z) = М (z)/N (z)
( где М - многочлен степени т, а N - многочлен степени n), такую, что

f (z;) = Ш; , i = 1, 2, . . ., т + п + 2. В столь общей постановке задач а Ко 
ши некорректна, ее решен ие, вообще говоря, не существует , а если

существует , то не единственно. Негрудно построить соответствующие

примеры [5, 6].
Пусть k; = R,e k ,. + j 1т k i - результаты эксперимента , п олученные

при прохождении через п реобразовагель синусоидал ьного сигнала с ча

стото й ю; . Покажем, что в условия х п . 1 имеем К ит;) = " ;, или в раз

верн утом виде

n т

- k; ~ а. иш,) " + ~ аn+ ! + ;>. (jUJi)}l = .1(. ;. (1)
.,= \ 1'- =0

Пусть i = 1, 2, ... , п + т -:- J и UJi =f= UJi ' п р и i =f=- i'. Тогда (!) об

ра з ует систему n + т + 1 уравнени й Д.1Я неизвестных al, а2 , . . ., ar,+m+!.
Убедимся , что определител ь ~ этой системы отл ичен от нуля . Предпо

ложим, что нар яду с функцией К = M ;N р авенства (1) выполн яются- -- - ...........
также для функции К = M/N , где М и N удовлетворяют тем же условиям

п . 1, что М и N. Тогда многочлен Ni';:I - f./ M имеет n + т + 1 различ
ных корней 5 1, . . . , 'n+m+ l, а та к как его степен ь -< n+m, то он тож

дественно р авен н улю. Таким образом , функция К однозначно опреде-
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ляется интерполяционными данными (UJ i, k i ) , i = 1, 2, ... , n + т + 1.
ПО К однозн ачно определяются корни мнОГочленов М и N, а по ним

коэффициенты al, а2, ... , аn+m+ l . Поскольку система (1) имеет единст

венное решение, то L\ =/= О. Очевидно, L\ зависит непрерывно от (Wi, k i),
i = 1, 2, .. . , п + т + 1, что и обеспечивает корректность .

.3. Ввиду погрешностей измерений величин k i надежность восстанов

ления ПХ по данным (Wi, k i ) требует ДОполнител ьного исследован ия.

В дальнейшем мы применяем методику, близкую к предложенной в ра

боте [3], однако в дополнение к этой методике мы предлагаем использо

ва н ие некоторой априорной информации, пол у ченной, например, из

технической документации на соответствующий преобр азователь.

4. Обозначим через ;К,. случа йную величину - результат измерения,
получаемого при подаче на в ход п реобразовател я си гн ала частоты UJi.
Определяя из уравн ений К UWi) = ;К i значен и я коэффиц иентов многочле
н ов М и N, вместо истинных значен и й а , ПОЛУЧИМ сл у ча йные з н а че н и я
А •. Обозначим

~ .,=A.-a., \li=;Ki-k i , (2)

где k i - истинное значение передаточной характеристики. Если пренеб

речь произведениями вида \l i~ . как имеющими второй порядок малости,

то для ~. и \]; получаем равенство

- '~ ; '~I ~,(jWi) " + ~~o ~n+l+1'- UW i) ~ = \li [ [+~1 а. (jWi)'J (3)

Подходящей систе мой Т31<И Х равенств можно воспользоваться для на

хождения уточненных зн ачен и й а, + ~ y искомы х коэффицие нтов П Х,

считая известными некоторые их приближения а. , Т а к же, ка к и Б ра

боте [3], мы применим некоторую модификацию метода наименьших квад
ратов (ММНК). Введем квадратичный фун кп ионал

;; I (х) = i~l 1. ~ Iki .~ / ' (jWi)" - ~fo Xn+l+~ (jUJ i) ~ + С,. 12, (4)

где UJl, •• -t UJN - заданные вещественные числа;

n

р; = 1 + ~ а. Uw)v; ~ ; = \]iPi; 1.i = Iр; 1-4.
у = l

(5)

(7)

в качестве оценки случайного вектора S= (~1, ~2 , ... , ~ n+m+ l ) принимаем
л л л л л

вектор S=(~I, ~ 2 , .• • , ~n+m+ ) такой, что при x=s функционал (4)
принима ет минимальное значение в комплексном арифметич еском про

странстве <r: n+m+1•

Формулу (4) можно записать в виде

7J I (х) = I1AQx - ~ 112, (6)

где 11 ·11 - обычная норма ~N; Q- оператор G.:n+m+ 1 --+ <t N, отвечающий
матрице коэффициентов при ~ I , •.. , ~n+m+ l В равенствах (3); А - диа

гональная матрица (здесь и далее мы отождествляем оператор и его мат

рицу относительно стандартных базисов) с диагональными элементами

1.1, .. . , 1.N; ~ -вектор с компонентами С " (2, ... , (N (см. (5)) . Нес.гож
ные соображения, основанные на теореме об ортогональной прое кции

элементарной теории комплексных гильбертовых пространств, пок азыва-
л

ют, что искомый минимум достигается при х = S, где

л . •
S = S-lTo~, То = ЛQ, S = ТоТа,

причем

2 :;-2 59

л

min 7J I (х) = 11 ~ 11 2-11 Т о ~112.
Х E ~n+m+ l

(8)
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5.. далее мы исходим из предположения о том, что случайные вели

Ч~НЫ 'Rе \ii , 1m \li, i=l, 2, ... , N, независимы и имеют одно и то же

нормальное распределение N (О , ( 2). Это соответствует п редположению

Q том, что измерени я на выходе производятся без системати ческих погреш

носгей (случай распределения N (rni, (2) лишь незначительно усложнит пос-

~ ... л

леду!-ощие Ф?Р!'1улы) . На основании (7) заключаем, что M~. = О , '1 = 1,
2;' .. . , n +m +:! , где М - операция математи ческого ожида н ия . Опишем

', 'о 1\ *
ковариационн ую матрицу вектора S. С этой целью предст авим матрицу S-IТо

в виде

'> з-п; = В' + jB ", (9)

где j = V -1 , -.а В', В" - вещественны . далее оп ределим

{
,B:{ i = . ~'i 2, .. " N, '1 = 1, 2, . , ., n + т + 1,

c.i :-'::'-В·~ i , · i~>N'+ I , N +2, . .. , 2N , '1 = 1, 2 , .. . , п + rn+l,
/ ,"

c .~ f i:'i' i= l , 2" ... , N, '1=п +rn +2, .. ., 2(п +rn +l ),
·' -1 B: i , i = N +~, , .. , 2N, 'l= n+ rn+ 2, . . ., 2(п +rn+ 1) ,

где и ндек с ам и ·,i обозначен элемент матр ицы н а пересечени и '1- й строки

и г -го столбца . Положим далее

г. 1\ ~_~ 1\ Л Л Л 1\

U = fRes, Jm s) = ( I\e '~'I, . , " Re ~n+m+ l , Jm ~ I , . .. , Ггп ~n+m+ l ) .

(11 )

(10)

Л

_ г: Л

Тогда лля кова ри ационной.эматр ицы Г вектора u сп раведлива формула
~-,

Л ... Л 2(n+m+l) 2 т
Г = (соу (и;, и .. » .,, " =1 = о С . С ,

где С" - - а нс пон и ров ан н а я , ~1 атр ица е .
В аж ным обс то я тельством , вытекающим из доказа н ного в п, 1 нера

вен ст в а ~ == О (~ - оп редел игель с истемы (1 », является то , что коварна 

ционная ма тр иц а Г н евырождена,:

гапg Г ~.2 (п + т + 1),
. -.<,,,

Следовательно , п лотность распределен ия вектора u есть

I
2(n+m+ l )

f
1 Е

( \:') - - -- r е- -2 2 • • ,х.х . "
: - - (27t)n+m+1 11 det Г .,.'=1 (12)

где Q = Г- ' .

6. Пусть cf' = F (и) - . произвольная гладкая функция вектора U =
= а + tI , где а = (а, • . . ., аn+m+ \ , О, .. ., О); u = (Re s , 1 т s). В част

НОСТИ, 'f может со вп адать с ПХ к. и тогда за в ис ит дополнительно от па-
Л

раметра ы. Учитывая, что Ми. = О, в качестве оценки случайной вели

ч ины <р принимаем

Л Л Л

<р =Р(а) + Ij! , где Ij! =
2(n+m +l ) aF Л

~ -д- (а) и »»
.i..J и•
•= 1

(13)

Л

Как легко в идеть, оценка (f) имеет нормальное р аспределение N (Р (а) ,

02 11 r 11 2), где

(14)
что и в формуле (10),

г = С ! grad F ( а ) ,

причем С " - та же транспон и рова н ная матр ица ,

а 11 r 11 2 = 11 Г\ 11 2+ .. .+- 11 r 2N 11 2.
7. Определим (см . формулу (6»

Т\ = То (Т~То)- lт ~, где То = А О. (1 5)
Непосредственно проверяется, что Т 1 является ортоп роектором , т. е. УДОВ

летворяет условию идемпотентности Ti = Т и саМО""оп ряженности T~ =
-"
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= Т». Используя это, а также тот фа кт , что ~ является решением урав 
н ения AQx = ~ (см. (5», построенным по методу наименьших квадратов ,
заключаем, что

л

11' - AQE li2 (1 6)

является несмещенной оценкой дис персии 02 , M~2 = 02 . При этом T )i
диагональные элементы матрицы Т \ , а р; - те же, что в (5). Полаг а я

а.2 =m iпIРiI 2, ?2 = max / pi /2, (17)
l < i<n l <i < N

на основании (16) и учитывая , что ранг идемпотентной матрицы равен ее

следу , получаем двустороннюю оценку:

(18)

л

8. Построим доверительный интервал для случайной величины r.p
Л

(см. 13). Пусть v = ( Re ~, 1т ~) , где ~ = (pl"Ql, ... , PN"QN) (см. (5» . Тогда

Vj, ос;» я вляются независимыми случайными величинами с нормальным

распределением N (О , Iр; 1202), i = 1, 2, ... , N . Однако мы будем считать,

что все он и имеют оди наковое расп ределен ие N (О, 1'2;2) , где

л

2 _ 11' - ТО EI12
Т - 2 (N - n - т - 1) а2 •

Это допустимо, поскольку пр и этом выполн яется .оценка 1. ~ <. ~ ~ -:
-< ~2 (см. (17) и (18» . Принимая во внимание , что Т\- идемпотентн а я

матрица и что г апg Т 1 = n + т + 1, заключаем, что

л

r = .:..:.II_C_-~Т.::....оЕ--"II,-2
12а 2

явл яется слу чайной велич иной, имеющей центральное Х2-р асп редел ен ие

с 2 (N - п - т - 1) степенями свободы. Из (1 3) следует, что случайная

величина

z= ~/lIrllo
имеет нормальное р аспределение N (О , 1). Заметим, что величину z мож

но п редстав ить в виде z = l~, где 1- некоторый линейный функционал .

Непосредственная проверн а пок азывает , что 1(1 - Т 1) = О , а поэтому [2]
случайные величины 1: и г являются нез а висимыми и случа йная величина

.. / - 2 (N - п - т - 1)
t = г V 1: (1 9)

имеет центральное распределение Стьюдента с 2 (N - n-т - 1) степеня
ми свободы . С другой стороны, поскольку для случайной величины t
справедлива также формула

л

t = t
11 r I1 а

(20)

л л

И Ф = ер - F (а) (см . (]3» , то , задаваясь произвольным коэффициентом

довер ия 1 -- е , О < ~ < 1, заключаем, что вероятность неравенства

л л л

F (а) -11 r 11 at, «: ер <:F (а) -+ 11 r 11 at"
где t, -- Е - п роцентпая точка р ас пределения Стьюдента , равна

эффиц иенту доверия .

2*

(21)
этому ко-
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Р. В. ФИЛЬЦ

ДИСКРЕТНЫй АНАЛОГ ОПЕРАТОРА ГАМИЛЬТОНА

Одним из важнейших этапов разработки численных алгоритмов реше

ния краевых з адач математической физики является составление р аз

!;10СТНЫХ операторов, аппроксимирующих дифференциальные операторы,

входящие в ключевые дифференциальные уравнения. Эта процелура

выполняется для каждого вновь р ассматриваемого оператора в отдель

ности [1] и при этом не став ится требование, чтобы разностное уравне

ние, аппроксимирующее исходное тензорное дифференциальное уравне

ние, сохраняло свойство инвариантности при преобразованиях коорди

нат. Игнорирование этого требования привносит в разностную краевую

задачу качества, не свойственные исходной дифференциальной краевой

задаче, что приводит К зависимости численного решения от выбора си

стемы координат, а при особо неблагоприятном стечении обстоятельств

может пагубно отразиться даже на качественной стороне результатов.

Н иже излагается сущность метода, обеспечивающего для диффе

ренциального оператора Гамильтона составление инвариантного раз

ностного аналога.

Рассмотрим в трехмерном евклидсвом пространстве скалярную функ

цию U = U [ х, у, з], являющуюся полным полиномом n-й степени. Пусть

заданы Р = (3 + n)!/(6n!) точек QD = Q 'ХО , Ур, zo1 (р = Г,'Р) и в этих точ
ках известны значен ия функции U равные соответственно U 1, _ .. , U г

Эти точки будем называть узлами, и х совокупность - комплектом, а

значения фу нк ци и в узла х - дискретами. Будем полагать, что узлы не

принадлежат одной поверхности n-го порядка, а удовлетворяющий этому

условию комплект будем называть несингулярным.

Разложение функции U в ряд Гейлора имеет вид

U = ц(О) + ц(Х)х + ц(у)у + ц(2)г + u(хч)2ху/21 + u(YZ)2yz/2t + цФ)2гх/2! +
+ ц(х2)х2/2I + Ц(lj2)!//2! + ц(2)г2(2! + .. " + ц(хП)ХП/nl + ц( у")УП/nl +

+ u(zn)zn/n!, (1)

где буквы и С верхними индексами, заключенными в скобки , обозначают

частные производные функции U по соответствующим независимым пере

менным, вычисленные в начале координат .

Введя в рассмотрение Р-мерное линейное ве кторное пространство,

представим выражение (1) в виде

где U = Ти,

Т = (1, 2ху 2yz 2zx х 2 у2 z 2 х" у" ~)Х, у, z, 2" 2\' 2" 21' 2" 21' ~ . ., nl' n1' nl

(2)

(3)

- Р-мерный вектор-строка, называемый в дальнейшем вектором Тейлора;
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