
которое вместе с (k + р)-й усеченной системой дает следующее представ
ление решения X(k+p):

(

Ok )о d -г (k)
(k + p) = ( р) + т-1 k+1 k+I ,k-lХ

Х X(k ) k+p ,n-k-p. • • • . • • • •. .

dk+ p - rk +p,k_lx(k)

Используя представление (4) в форме (1 2) для матрицы T;;:'p,n-k-p, при
ходим к формуле (14).

Алгоритм решения систем уравнений 13:
1. Решение начальной усе ченной системы :

) D =1= О (1) -1 Ь ' ') -1 1
а если 1 , то а 1 = -СI-nС2-n, 1 = Cl-n И решение -й усе-

v (1) -1 d
ченнои системы ХI = Cl-n 1;

б) если D 1 = О, D 2 = О, ... , D m- I = О, Dm=1= О, то a~m\ Ь;m) опреде
ляются формулами (11), а решение т-й усеченной системы дается фор

мулой

(
i-l )

(т ) -1 ( т) •
х; = Сm-n di - ~ Cm+j-nХi-; (t = 1, 2, ... , т).

,=1 ,

2. Общий рекуррентный шаг. Пусть D k =1= О, Dk+1 = О, •.. , D k+ p_l=

= О, D k + p =1= О . Тогда fk+ p, gk+p находим по формуле (7), а решение (k+
+ р)-й усе чен ной системы оп ределяется формулой (1 4).

В за ключение отметим, что для численной реализаци и каждого из

п редложен ных здесь алгоритмов требуется 3n2 умножен ий.
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Пусть А (Х) = Aoxs + А lX s- 1 + ... + A s-1x + A s, IА (х) Iф. о - матрич
ный многочлен, коэффициентами которого являются п Х л-матрицы

над полем действительных чисел IR. Основным результатом статьи явля

ется следующая

Теорема 1. Если элементарные делители матрицы А (х) попарно вза

имно просты и нз А (х) выделяется линейный множитель В (х), то для

того, чтобы В (х) был действительным, необходимо и достаточно, чтобы

его характеристический многочлен 'f' (х) = Iв (х) I был действительным,

Т. е. 'f' (х) Е IR [х].

Для доказательства теоремы установим ряд фактов, которые пред

ставляют и самостоят ельный интерес.

1.



Лемма Г. Пусть комплексная п Х л-матрица D имеет вид

аl

D=

где

Gj = 11 Щ1 + Ьjll Gjn + bjni 11;

а/ = 11 аjl - ЬJl! Щn - bjni 11;

i = 1, ... , s; подматрица L действительная. Тогда ID I = di S
, где d Е IR .

Д о к а з а т е л ь с Т В о . После элементарных преобразований над стро

ками матрицы D получим

b11i b1ni

G11 а1n

IDI= bs\i bsni
= di s,

Gsl asn
L

где d Е [R.
Лемма 2. Пусть р (х), ljJ (х), ер; (х), i = 1, 2, - произвольные много

члены из IR [ х), причем Ф (х) - нер азложимый унитальный многочлен

в IR [ х) и (,-? ; (х), ~ (х) = 1, i = 1, 2. Равенство

ер1 (х) + v <р 2 (х) = Р (х) ~ (х) (1)

может иметь место не более чем при одном значении v Е IR.
Д о к а з а т е.'! ь С Т В о . Очевидно, deg Ф (х) <: 2. Тогда, если <jJ (х) =

= х - а , то легко видеть , что равенство (1) удовлетворяется только од

ним значением и , а именно: v = - (<Рl (а)/ер2 (а».

Если же ~ (х) = (х -~) (х - ~), где ~ - сопр яженный корень к ~, то
не составляет труда проверить, что равенство (1) удовлетворяется не бо

лее чем в одном случае . Лемма доказана .

В работе [l, с . 131] доказана теорема о полу скалярной эквивалент

ности матриц над а:: [Х]. Оказыв ается, что этот результат имеет место

и для матриц над IR (х).

Теорема 2. Пусть А (х) - п олиномиальв ая т Х л-матрица

(т <: n) над IR [ х). Если гапп А (х) = т, то для А (х) существуют такая

неособенная матрица Р и обратимая матрица Q (х) над IR [х], что имеет

место соотношение

F (х) = РА (x)Q (х) =

EI (X) о

10 2 (х)

*

о

о

о

о

10т (х) О

где Е; (х) - инвариантные многочлены матрицы А (х) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. для доказательства достаточно использовать

лемму 2 и провести размышления ан а логи чные доказательству теоремы 1
[1, с. 131), заменяя в нем выражения вида Х-а; на <jJi(X), где 7i (X) 
унитальный неразложимый многочлен из IR [х].
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Пусть полиномиальн ая матрица А (х) имеет попарно взаимно прос

тые элементарные делител и . Тогда на основании теоремы 2 существуют

такие неособенная матрица Р над IR и обратимая матрица Q(х) над
IR [х] , что

F (х) = РА (х) Q(х) = (2)

1
ер ! (х) ерn-I (х) А (х)

гае на незаполненны х местах стоят нули, А (х) = IА (х) 1. Переходя в ра

венстве (2) к взаимным матрицам , получим

А (х)

А (х)

Ij> ,(x) Ij>n-l(x)

где Ij> i (х) - -ер ! (х). Обозначим последнюю строку матрицы F* (х) через

g (x) :

g (х) = 11 ф , (х) ... фn- l (х) 111 .
Воспользов авшись определением значения полиноми альной матрицы на

системе корней многочлена ер (х), а также утверждением 4 из [1, с . 29],
получим

rang M A . tx) (ер ) = rangM Q. (x)A.{X)P. (ер) = rang Mg(x) (ер). (3)

Заметим , что аналогичное равенство было получено в статье [2] на

случа й поля <t.
Пусть

А (х) = (Ех- В) D (х),

где IEx - В I = qJ(x) . На основ ан и и теоремы 1 из

В находится как решение матр и чного уравнения

МА.(Х) (9) Х = МхА.(х ) (9)·
Очевидно, уравнения

(4)
[1, с. 54] матр ица

(5)
уравнениям. Тогда

M F. (x) (9) у = M xF.(x ) (9),

M g(x ) (tp) У = M xg(x ) (ер)

эквивалентны . Пусть матрица В, удовлетворяет этим

имеет место соотношение

Р(х) = РА (x) Q (x) = (Ex-Вl)S(Х) ,

пр ичем IЕх- В , / = tp (х). Отк уда имеем

А (х) = (Ех - P-IB\P) p-lS (х) Q- \ (х).

В силу единственности разложен ия матрицы А (х) на множители , в ко

тором левый ун итальный множител ь имеет характеристический многочлен

9 (х), получаем, что В = P- 'B 1P.
С учетом равенства (3) и теоремы 5 из [1, с . 5~ ] с ледует

Лемма 3. Матрица А (х) допускает р азложен ие (4) тогда и только

тогда , когда

rang Mg(x) (9) = п,

п ри этом В = Р- 'В ,Р, где В , - решение уравнения (5); Р - матрица И3

соотношения (2).
Перейдем к доказательству теоремы 1.
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Н е о б х о д и м о с т ь очевидна.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Так как в 1R [х) неразложимыми бывают только

многочлены не выше второй степени, то <р (х) можно представить так:

<р(х) = (x-аI)k, ... (x-аs)kS(Х-~l)k, ... (X-;:s)ks(Х-

- ~ 1 ) P I • •. (х - ~ 2 ) P ' ,

где ai , ~! - сопря женные ком плексные числ а: ~j Е 1R. Пусть

Мgщ [alk ')J Mxg (x ) [a\k ' )J
N=

M g(x } [ a~k s)J M xg (X) [a ;ks!J

N, N 1 - матрицы, сопряженные соответственно к N и N 1. Тогда урав
нение (5) можно записать так:

N н,

N у= н, ,
К Кl

Где К и К 1 - действительные матрицы .

Известно , что если многочлен f (х) Е 1R [ х] и а Е а:, то из равенства

f( a. )=a следует f(;;;=a. Учитывая это , видно, что каждая комплексная
строка матриц M g(X)(ep) и M xg (x) (<р) имеет себе сопряженную, причем соп

ряженные строки в этих матрицах расположены на одних и тех же мес

тах. Поэтому, применяя лемму 1, получим

IM g{X) (<р) 1= ai s,

где а Е IR. для того чтобы н айти элемент Ylj матрицы У, найдем частное

IM g(x) (ер) jщ) / IM g{X) (ер) 1,
где IM g(x) ( ер) ! щ) - определитель матрицы, полученной заменой [-го столб

ца м атрицы Mg( x ) (ер) на j-й столбец матрицы M xg(x) (<р). Ясно, что при

такой з амене стр уктура полученной матрицы останется прежней, т . е . стро

ки, которые были сопряжены между собой, останутся снова сопряжен

ными. Поэтому

IMg( x ) (ер) !(/j) = a lji S
,

где ali Е 1R. Следовательно, Yti = ati/a. Значит , матрица В[ состоит из

действительных чисел. Учитывая лемму 3, а также то, что матрица Р

действительная, получаем, что матрица В также действительная.

Г . Казi"'Liреькuй П . С. Розклад матричних многочленiв на множники.- К. )
Н а ук. дум ка , ]981.-224 с .

2. Пегрикович В. М. Абсолютная р азложимость м атричных многочленов. - Мат.

м етоды и физ.эмех. поля , 1979, вып. 9, с. 37-41.
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Н. А. Недашковский

РЕШЕНИЕ СИСТЕМ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИй

С ПОЛИНОМИАЛЬНО·БУКВЕННЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ

Работа посвящена численным методам решения систем алгебраических

уравнений вида

n
2: aii (л) Xj (л) = a i,n+1 (л) (i = ~). (1}
i=1

Здесь аи (А) - полиномы от действительной или комплексной переменной• .
Без ограничения общности будем предполагать, что
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