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ТЕПЛИЦЕВЫ МАТРИЦЫ: ОБРАЩЕНИЕ И РЕШЕНИЕ

СИСТЕМ ЛИНЕйНЫХ УРАВНЕНИй

Задачи с матрицами типа генлицевых встречаются во многих прихладных

проблемах. Возник аюшие здесь вопросы теоретического характера и чис­

ленного решения нсследов алнс ь многими авторами. Наиболее полный 06­
зор полученных к настоящем у времени результатов содержится в недавно

вышедшей статье [2J.
В работе [11 с ц ел ью нахождения обратных к ганкелевым 11 тепли­

цевым матри ц ам , а также их восстановления предложен подход, состоя­

щий в хара ктер истике таких матриц парами многочленов. В настоящей

работе на ос нове такого подхода разработаны алгоритмы обращения теп­

лицевых м атриц . а также решения соответствующих систем линейных

уравнени й. Эти алгоритмы не включают никаких дополнительных огра­

ничений на исходную матрицу И требуют для своей численной реализации

арифметических операций не больше, чем известные алгоритмы.

1. Определение теплицевой матрицы порождаюшей ее парой много­

членов. ПО заданной паре многочленов

f(л) = з» + аlлn- 1 + ... + аn ,

h (Л:) = h1",,-I + h2лn-2 + ... + п;

можно построить матрицу

Тn = h (A r) з;', \1)

где О 1 О О

О О 1 О

Ai=

О О О

-а

"
-аn-I -ап-2 ... -аl

О О О

аI 1 О О

Т,=

ап-2 аn-з О

ап-] ап-2 аl 1
Определяя вид элементов матрицы A~Tfl (k = О, 1, ... , п - 1), негрудно
убедиться, что Тп-теплицева матрица. И обратно, любую невырожден­

ную геплицеву матрицу можно представить в виде (1). действительно,

рассматривая соотношен ие (1) как уравнение относительно неизвест­

ных многочленов f и h, получаем следующую систему уравнений отно­

сительно ai:
п

\.'kJ Cq-iai = -Cq
{=]

(q = 1, 2, ... , п - 1) (2)·
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и такое представление неизвестных hj :

n

h j = ~ Cj- l-na i (j = 1, 2, ... , n),
(=о

(3)

где ПО = 1, Cq = Опри q < 1- n. В с и лу невырожденности матрицы Тn

система ур авнений (2) разрешима (неодн означно). Любое ее решение оп­

ределяет некоторый многочлен [, Но ес ли многочлен f выбран, то по

формулам (3) уже одноэначно определяетс я многочлен h.
Определение . Многочлены f и 11 будем н ь э ы в а ть порождающей парой

мно гочленов для теплице вой матрицы Тг" ес л л с помощью этих много­

членов она представима в виде (1).
Ха рактери зуя теплицен у матрицу порожл ающей ее парой мног очле­

нов, ветрудно получить следующее услов ие ее обратимост и .

Теорема 1. Теплицева матр ица обрат има тогда и только тогда, когда

порождающие ее многочлены вза им но просты .

Доказательство . .\\ a -:- P ;! :l 2 h(Af) только обр атимым матрицей­

множителем оглнчае я ОТ м а т э изы - без ути анты многочлен ов f и h [3].
На .ОСНОЗЭНПi :-:~ ...лстс вле н и я (1) получается следующее представление

обратной э: епл и ; е З) Е матр и це .

л: ' = T ,g (А ,) , (4)
... =- :- тен 1:3 п редс г а в .т ен и я (1 ), а

g (/,) = b11,n-l + Ь 2лn-2 + ... + Ьn

- некоторы й м ногочлен степени не больше п - 1. Существование такого

многочлен а можно установить так. Если матрица Тn обратима, то по­

р ождающие ее многочлены взаимно просты (теорема 1). В таком случае

существуют многочлены g и q степени соответственно не выше п - 1
н n- 2, что

/1 (А) g (л) + f (л) q (л) = 1.
Подставовка в это соотношение матрицы А, дает

[/1 (А,)]-l = g (А,),

так что g - требуемый многочлен.

2. Обращение теплицевой матрицы. Согласно предыдущему пункту

обратная к теплицевой матрице будет определена, если найдены порож­

дающие ее многочлены t и g в представлении (4). Здесь будет дан ре­

куррентный способ нахождения таких многочленов.

Вначале приведем критерий обратимости теплицевой матрицы в еле­

дующей форме [4].
Теорема 2. Теплицеваматрица Тп = 11 Ci-j 1I~;;0 обратиматогда и толь­

ко тогда, когда разрешима каждая из систем уравнений;

n-I

~ Ci-jХj "'" -Ci+l,
j=O

n-\

~ Ci-jУi = OI:n_1 (i == О, 1, ... , п - 1).
j=O

(5)

(6)

Определенные по решениям этих систем соотношениями а, = Хн : , Ь; =
= Yi+l (j = 1, 2, . . . , n) многочлены f и g являются порождающими для

Т
- 1

матрицы n.

З а м е ч а н и е . Элемент сп в правой части системы уравнений (5)
можно выбирать произвольно.

Переходим теперь к построению рекуррентного способа нахождения

многочленов t и g. Обозначим через

T k .n-k ~ 11C~~n • .. . . . ": 11

!\C2k-n-l ... Ck-n 11
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(9)

(8)

k-ю усеченную теплицеву матрицу, Dk -- ее определитель, а

' .. (л) = лk + а\k )лk- 1 + ... + a 1
k

),

qk Щ = b!k» ),k-I + b ~k » ),..- 2 + ... + bkk )

- порождающие многочлены для матрицы T;:~-k.
Теорема 3. Пусть для задан ной теплицевой матрицы Т;

D k =f= О, D k+! = О, Dk+~ = О , . .. , D k +p- 1 = О, Dk+p =f= О.

Тогда многочлены fk+p и gk+p, порожлающяе матрицу T;j.p ,n-k-p, опре­
деляютс я формулами

р

f k+p (л) = f k и·) ~ Ч+р./р-i - ~k+p .ogk (л) (ч+:> .о = 1), (7)
i= O

gчр (л) = ~k~p.ofk (л),

где

РоО+р, ! = rk+P+i,ka(k) (i = О, 1, ... , р);
j-l

a-k+ p,i = pk,6~k.j - ~k~o,O l: a-k+р,IРkoi_I(j = 1, 2, ... , .о) .
1=0

3 (k ) (1 (k) (k))I. b(k) - -(о b1k) b(k»I. Г
десь а = ,а 1 , ... , ak, - __ , 1,···, k , i.i = (ci+i-n,

Ci+ j-n- I , ... , Ci- n).
Д О К а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать, что коэффициенты так

определен ных многочленов fk+p и gk+p удовлетворяют соответствующим

усеченным системам вида (5), (6). Действительно, пряма я подстановка дает

р k+ p k- l
", "..., (k ) R \-, b(k) О
LJ a-k+p,1 LJ Ci+j-n-IQk+р-i - l"'k+p,O .l..J Ci+ j-n k-i = ,
1=0 j= p j= O

и= 1,2, .. . ,k +p). (10)

Так как tk и g k - порождающая пара многочленов для матрицы Ть .«-»,

то

k+p

L Ci+i_nQ~k+p_i = О (i = 1, 2, .. ., k - 1),
j=P

k-l

L Ci+i_nb~kl...i= ОЦ (i = 1,2, ... , k).
j= O

С учетом того, что Tk+l,n-k-1, ••. , Tk+p-1.n-k- p+l - необратимые ,

а T k+p.n-k-p - обратима, имеем

k+p
~ (k) О (' k k 1 k 1).l..J ci+i-nQk+р-i = t = , +, ..., + р - ,
i=p

Отсюда заключаем, что в системе (9) все уравнени я, кроме последних

р + 1 уравнений, а в системе (10), кроме последнего уравнен и я , превра­

щаются в тождество. При выборе ak+p.l И Pk+ p.1 (l = О, 1, .. ., р) в виде

(8) оставшиеся уравнения также превращаютс я в тождеств а.

На основании теоремы 3 получаем следующий алгоритм обр ащен ия

теплицевой матрицы .

1. Выбор начальной порождающей пары многочленов:

) D О ( 1) - -\ b(l) -1 •
а если 1 =1= , то а l = -Сl -nС2-n, 1 = С l-n,

б) есл и D1 = О, ... , D m-1 = О, а D m =1= 0, то
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i

a~т) = -c;;;~n ~ Cm+j-naf~) (аьт) = 1. i = 1.2, ... , т) ,
j=l

1т) О ( ' - 1 2 - 1) ь(тl - -1 (11)Ь

'
= l - , , • •• , т , т - Ст-n .

2. Общий рекуррентный шаг . Пусть Dk =1= О, Dk+! = О, ... , Dk+o-I =
= О , Dk+o =1= О (р >- 1). Тогда многочлены !k+o и gk+o оп ределяются фор­

мулами (7).
3. Восстановление обратной матрицы по м ногочлен ам [« и gn осу­

ществляется по формуле (4) , которую с целью уп рощения вычисления

следует представить в виде

n-I
т;;1 = ~ bn-k Аk ,

"=О

(12)

где

о о

Qn- k-I

-аn -an-k+1

о -аn о

3. Реш ение линейн ых систем уравнений . Рассмотрим систему урав­

нен и й вида

тnХ = d, (1 3)

где Т'; ="ci-j I 17.~0 ; Х =(XI, Xz, . . . , хn)/ ; d =(d l' d z, . .. , dn)l. Ее ре­
шение будем ис кать путем перехода по решениям последовательных усе­

че нны х систе м . Главная трудность - реализовать переход между решени­

я ми дв ух усе ченных систем в случае, когда промежуточные системы вы­

рождены . Это осуществляетс я в следующей теореме.

Теорема 4. Пусть матр иц а Тn = 11 Ci- j 1 !7.i~o та кова, что Dk =1= О, DЧ l =
= О, .. ., Dk+o- I = О , а Dk+lJ =1= О (р >- 1). Пусть fчо , gk+p - порожда­

юшая пара многочленов дл я матрицы T k+p.n-k-p, а x(k) = (:/t ), ... , xj,kl )' _

решение k-й усеченн ой системы уравнен ий

Ть, n_ kX(k) = d(k), d (k) = (d l, dz, . • . , dk)l.

Тогда р ешен ие (k + р) -й усеченной системы уравнений определяется фор­

МУJJОЙ

(14)

b(k + O)
"+р

00 _ 1

k-й усеченной

(k+ p)
ap - i- l + ... +

о

B(k+p) _
1 -

b(k + p 1
k+o- I

Ь
(/,+о)

/' +0

доказ ательство. Учитывая, что х(k J _ решен ие

системы , запишем соотношение

(
0 1' ) (~:: I 'k_ l X(k »)'

Tk+P.n-k-р x(k) = ' .
r k+p.k_1X(k )

( о, ) .(, (k+o) kx(k+o) = (k) + i-J В; (dk+i - r k+i , k- lХ( »,
х 1= 1

где Ор - н улевой вектор р-й размерности , а

Op _ 1 О р_ :?

b(k+P) b(k+p)
р р

a(k+O) +
р-'

б



которое вместе с (k + р)-й усеченной системой дает следующее представ­
ление решения X(k+p):

(

Ok )о d -г (k)
(k + p) = ( р) + т-1 k+1 k+I ,k-lХ

Х X(k ) k+p ,n-k-p. • • • . • • • •. .

dk+ p - rk +p,k_lx(k)

Используя представление (4) в форме (1 2) для матрицы T;;:'p,n-k-p, при­
ходим к формуле (14).

Алгоритм решения систем уравнений 13:
1. Решение начальной усе ченной системы :

) D =1= О (1) -1 Ь ' ') -1 1
а если 1 , то а 1 = -СI-nС2-n, 1 = Cl-n И решение -й усе-

v (1) -1 d
ченнои системы ХI = Cl-n 1;

б) если D 1 = О, D 2 = О, ... , D m- I = О, Dm=1= О, то a~m\ Ь;m) опреде­
ляются формулами (11), а решение т-й усеченной системы дается фор­

мулой

(
i-l )

(т ) -1 ( т) •
х; = Сm-n di - ~ Cm+j-nХi-; (t = 1, 2, ... , т).

,=1 ,

2. Общий рекуррентный шаг. Пусть D k =1= О, Dk+1 = О, •.. , D k+ p_l=

= О, D k + p =1= О . Тогда fk+ p, gk+p находим по формуле (7), а решение (k+
+ р)-й усе чен ной системы оп ределяется формулой (1 4).

В за ключение отметим, что для численной реализаци и каждого из

п редложен ных здесь алгоритмов требуется 3n2 умножен ий.
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Пусть А (Х) = Aoxs + А lX s- 1 + ... + A s-1x + A s, IА (х) Iф. о - матрич­
ный многочлен, коэффициентами которого являются п Х л-матрицы

над полем действительных чисел IR. Основным результатом статьи явля­

ется следующая

Теорема 1. Если элементарные делители матрицы А (х) попарно вза­

имно просты и нз А (х) выделяется линейный множитель В (х), то для

того, чтобы В (х) был действительным, необходимо и достаточно, чтобы

его характеристический многочлен 'f' (х) = Iв (х) I был действительным,

Т. е. 'f' (х) Е IR [х].

Для доказательства теоремы установим ряд фактов, которые пред­

ставляют и самостоят ельный интерес.
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