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АЛГОРИТМИЗАЦИЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ ВДОЛЬ  
МЕРИДИАНА ФИЗИКО-МЕХАНИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК МАТЕРИАЛА 
МНОГОСЛОЙНЫХ КОМПОЗИТНЫХ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ*  
 

Предлагается теоретико-экспериментальный подход к алгоритмизации 
определения упругих характеристик материала многослойной композитной 
оболочки вращения, изготовленной методом непрерывной перекрёстной на-
мотки из n  симметрично расположенных относительно срединной поверх-
ности слоёв однонаправленных армирующих ниток, уложенных поочерёдно 
под углами і±j  к оси оболочки. Получены выражения для усреднённых 

переменных вдоль меридиана оболочки физико-механических характеристик 
композитного материала. Представлены результаты численного анализа. 

Ключевые слова: физико-механические характеристики материала, многослой-
ные композитные оболочки вращения. 

 
Введение. Возможности современных технологий изготовления компо-

зитных оболочек с достаточно сложной, практически произвольной, формой 
меридиана и обладающих при этом высокими прочностными и эксплуата-
ционными характеристиками, обуславливают их всё более широкое приме-
нение в современном машиностроении. 

Как известно [1, 3, 8, 9, 13, 16], в строении композитного материала, 
представляющего собой существенно неоднородную (гетерогенную) струк-
туру, выделяют наполнитель (армирующий материал или дисперсную 
фазу) и вяжущее вещество (матрицу). Определяющее влияние на свойства 
композитного материала имеет распределённый в матрице наполнитель, в 
зависимости от которого различают два вида композитов: с дисперсными 
частицами и волокнистые. Соединение слоёв однонаправленных композитов 
позволяет создавать сложные многослойные композитные структуры. Ха-
рактерной особенностью таких материалов (в отличие, например, от метал-
лов) является то, что они, как правило, образуются одновременно с техно-
логическим процессом изготовления конструкции. При этом расположение 
армирующего материала в различных частях оболочечной конструкции, 
обусловлено как необходимостью выбора рациональных параметров арми-
рования, так и технологией изготовления, а значит, и механические свойст-
ва композитного материала оказываются различными. В связи с этим ре-
зультаты экспериментальных испытаний образцов, вырезанных в каких-
либо местах и направлениях из оболочечной конструкции с целью экспери-
ментального определения механических свойств материала, как и данные 
заранее составленных таблиц, оказываются недостаточно достоверными 
для решения задач численного анализа поведения конкретной конструкции. 

В настоящее время для определения упругих характеристик композит-
ных материалов с дисперсными частицами используются данные об упру-
гих постоянных материала матрицы и армирующих частиц, их взаимного 
расположения, размеров, объёмного содержания в композите и т. п. Опре-
деление упругих постоянных волокнистых композитных материалов часто 
осуществляется путем замены исходного гетерогенного материала некото-
рой условной однородной анизотропной (ортотропной) средой, обладающей 
такими же (или усреднёнными) упругими характеристиками, как и неодно-
родный материал. Различные варианты подхода к определению механичес-
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ких характеристик таких анизотропных материалов основываются, как 
правило, на моделях математического прогнозирования или расчётно-
экспериментальных методиках [1, 4–7, 11, 12, 14–16, 18]. Однако при этом 
следует учитывать, что современные средства численного анализа, особен-
но при решении задач оптимизации параметров конструкций, в частности, 
переменных вдоль меридиана углов намотки и (или) упругих харак-
теристик композитного материала оболочек требуют алгоритмизации их 
определения на каждом шаге вычислительного итерационного процесса, что 
представляет собой отдельную задачу [10, 17]. В связи с этим задача 
определения необходимых для расчёта упругих характеристик таких не-
однородных композитных материалов является достаточно актуальной. 

В данной работе предлагается расчётно-экспериментальная методика 
определения физико-механических характеристик многослойного композит-
ного материала, как исходных данных для численного расчёта напряженно-
деформированного состояния и выбора оптимальных переменных вдоль 
меридиана оболочки вращения параметров армирования. 

1. Постановка задачи. Рассматривается многослойная оболочка враще-
ния, состоящая из n  расположенных симметрично относительно срединной 
поверхности слоёв. Оболочка изготавливается путём непрерывной пере-
крестной намотки однонаправленных армирующих нитей, расположенных 
поочередно под углами i±j  к оси оболочки. Считается, что оболочка 
является упругой и тонкой, а слои материала её стенки деформируются без 
проскальзывания. Таким образом, структура материала оболочки вращения 
оказывается непосредственно связанной с технологическим процессом 
изготовления конструкции путём её намотки армирующей нитью, предва-
рительно пропитанной связующим с последующей полимеризацией, а углы 
армирования ij  и толщины слоёв ih , в связи с переменностью кривизны и 
обратно-поступательным характером намотки, оказываются переменными 
вдоль меридиана оболочки при наличии ограничений 
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где ( )b
i sj , ( )t

i sj  – некоторые граничные значения углов намотки, опреде-
ляемые формой меридиана срединной поверхности оболочки вращения, на-
тягом ленты и другими параметрами технологического процесса её намот-

ки; ( )b
ih s , ( )t

ih s , ( )h s  – соответственно граничные значения толщины i -го 
слоя и всего пакета из n  слоёв. 

2. Механические характеристики композитного материала. Как 
известно, применяемые в расчётах физико-механические характеристики 
изотропного материала определяются по результатам испытаний одномер-
ного образца (стержня) на растяжение-сжатие (модуль Юнга) или образца 
в виде тонкой трубки на кручение (модуль сдвига). Здесь аналогичным об-
разом определение основных физико-механических характеристик анизо-
тропного материала основывается на использовании значений физико-ме-
ханических характеристик, полученных путём экспериментальных испыта-
ний плоского двумерного образца однослойного композитного материала в 
продольном и поперечном направлениях армирования, с последующим ис-
пользованием зависимостей, связывающих деформации и напряжения по 
направлениям вдоль и поперёк волокон с деформациями и напряжениями 
на площадках, расположенных под некоторым углом к направлению арми-
рования в соответствующей точке вдоль меридиана оболочки [1, 12]. 

Практическая целесообразность такого подхода, связанного с использо-
ванием «образца-свидетеля», изготовленного в тех же условиях, что и обо-
лочка, подтверждается, в частности, и особенностями технологичного про-
цесса намотки конструкций, так как дает возможность учета, при экспери-
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ментальном испытании «образца-свидетеля», таких факторов как натяже-
ние армирующих волокон, режима полимеризаций и иных трудно контро-
лируемых параметров, а также алгоритмизации процесса вычислений 
упругих постоянных композитного материала. 

В этой работе в качестве исследуемого элемента принимается полоска, 
выделенная из отдельного слоя и находящаяся в условиях плоского напря-
жённого состояния, которая наделяется жесткостями при растяжении-сжа-
тии в двух ортогональных направлениях и сдвиге. В однонаправленном 

(армированном в одном направлении) слое материала напряжения 1
is  вос-

принимаются волокнами, а 2
is , 12

it  – связующим. 

Основные физические соотношения для i -го слоя в координатной сис-
теме, связанной с направлением армирования, представляются соотноше-
ниями обобщённого закона Гука [1, 12] 
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Эти же соотношения относительно напряжений имеют вид: 

 1 1 1 12 2 2 2 2 21 1 12 12 12, ,i i i i i i i i i i i i iE E Gs = e + m e s = e + m e t = e( ) ( ) , (3) 

где 
12 21

/ 1i i i i
j jE E= - m m( ) , 1,2j = ; 1

iE , 2
iE  – модули упругости при нагруже-

нии соответственно в направлении армирования и в ортогональном направ-

лении; 12Gi  – модуль сдвига; 12
im , 21

im  – коэффициенты Пуассона. При этом 

четыре упругие постоянные для каждого слоя ( 1
iE , 2

iE , 12Gi , 12
im ) опреде-

ляются путём экспериментальных испытаний «образца-свидетеля», а коэф-

фициент Пуассона 21
im  может быть найден из условия 1 12 2 21

i i i iE Em = m .  

Составляющие i
as , i

bs , i
abt  напряжений для i -го слоя, расположен-

ного под углом ij  к направлению армирования в осях ( , )a b , выражаются 
через напряжения вдоль и поперёк волокон слоя из условий равновесия 
элемента следующим образом: 

 2 2
1 2 12cos sin sin 2i i i i

i i ias = s j + s j - t j , 

 2 2
1 2 12sin cos sin 2i i i i

i i ibs = s j + s j + t j , 

 1 2 12( ) sin cos cos 2i i i i
i i iabt = s - s j j + t j . (4) 

Аналогичным образом представляется связь деформаций 1
іe , 2

іe , 12
іe  

элемента i -го слоя вдоль и поперёк волокон на площадках, расположенных 

под углом ij , через деформации і
ae , і

be , і
abe : 

 2 2
1 cos sin sin cosi і і i

i i i ia b abe = e j + e j + e j j , 

 2 2
2 sin cos sin cosi і і i

i i i ia b abe = e j + e j - e j j , 

 12 12( ) sin 2 cos 2i і і i
i ib ae = e - e j + e j . (5) 

Рассмотрим теперь элемент, составленный из n  слоёв, каждый из ко-
торых определяется своим углом армирования ij  в системе координат 

( , )a b  и толщиной ih . Определение упругих характеристик такого пакета 
осуществляется путем замены исходного гетерогенного волокнистого мате-
риала некоторой условно-однородной ортотропной средой. Принимается 
также, что в рассматриваемых условиях плоского напряжённого состояния 
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напряжения по толщине каждого слоя постоянны, а деформации ae , be , 

abe  отдельных слоёв будут одинаковыми. При этом усилия  
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в срединной поверхности в глобальных координатах ( , )a b  с учётом (4) 
принимают вид: 

 2 2
1 2 12

1

cos sin sin 2
n

i i i
i i i i

i

N ha
=

= s j + s j - t jå ( ) , 

 2 2
1 2 12

1

sin cos sin 2
n

i i i
i i i i

i

N hb
=

= s j + s j + t jå ( ) , 

 1 2 12
1

( ) sin cos cos 2
n

i i i
i i i i

i

N hab
=

= s - s j j + t jå ( ) . (7) 

Подставив 1
іe , 2

іe , 12
іe  из (5) в (3), а вычисленные по формулам (3) 1

is , 

2
is , 12

it  – в (7), получим 

 11 12 13 21 22 23,N c c c N c c ca a b ab b a b ab= e + e + e = e + e + e , 

 31 32 33N c c cab a b ab= e + e + e , (8) 

где выражения для обобщённых жесткостей имеют вид [1, 12]: 
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Далее вводятся средние напряжения для пакета из n  слоёв при плос-
ком напряжённом состоянии 



86 

 1 1 1, ,N N N
h h ha a b b ab abs = s = t = ,  

где h  – суммарная толщина пакета, определенная последним равенством 
(1). 

Принимая во внимание равенство деформаций выделенных элементов, 
находящихся в условиях плоского напряженного состояния при растяже-
нии-сжатии в двух ортогональных направлениях и сдвиге, исходного ге-
терогенного и условного ортотропного материала, разрешая (8) относитель-
но деформаций ae , be , abe  и приравнивая их к деформациям, выписанным 

по закону Гука в виде, аналогичном (2), в координатах ( , )a b  для пакета из 
n  слоёв, можно получить усредненные модули упругости в виде [12]: 
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11 22 12 33 12 13 23 11 23 22 13

1 ( ) 2c c c c c c c c c c c c
h

= - + - -( ) . (10) 

Зависимости (10) представлены для произвольной схемы армирования, 
поскольку, как указывается в [1], для случая, когда главные направления 
упругости не совпадают с главными геометрическими направлениями обо-
лочки ( , )a b , должны быть учтены и сдвиговые составляющие. 

Для случая симметричного армирования оболочки вращения, при кото-
ром структура материала образуется парами одинаковых слоёв, уложен-
ных под углами i±j , закон Гука имеет вид: 

 1 1, ,
Е Е Е Е G

ab ba ab
a a b b b a ab

a b b a ab

m m t
e = s - s e = s - s e = ,  

равенства (7) подаются в форме: 

 11 12 21 22 33, ,N с с N с с N сa a b b a b ab ab= e + e = e + e = e , (11) 

а средние упругие постоянные материала в этом случае могут быть 
вычислены в виде: 
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12 12

11 22 33
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h c h c ha b ab
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 12 12

11 22
,

c c
c cab bam = m = . (12) 

В зависимостях (12) могут быть осуществлены и дальнейшие упро-

щения, если принять во внимание, что модули упругости 1
iE  i -го слоя 

вдоль армирующих волокон оказываются намного больше, чем 2
iE  поперёк 

волокон и их влиянием в (9) и далее в (12) можно пренебречь. 

Таким образом, подстановкой исходных значений 1
iЕ , 2

iЕ , 12
iG , 12

im , 21
im  

физико-механических характеристик материала слоя, которые предвари-
тельно определяются экспериментально вдоль и поперёк волокон, а также 
реальных углов намотки волокна ij  и толщины слоёв ih , как данных 
программного обеспечения устройства для намотки армирующего волокна, 
в (9), (12) получаем физико-механические характеристики материала в на-
правлениях координат ( , )a b , т. е. вдоль меридиана и в окружном направ-
лении. 
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Выписанные выше упругие постоянные являются параметрами техно-
логического процесса изготовления как функции толщины ( )i ih h s=  и уг-

лов намотки ( )i i sj = j  реального изделия, рациональные значения которых 
могут быть выбраны и реализованы в соответствии с принятыми критерия-
ми качества при выполнении соответствующих условий прочности. 

3. Задача расчета композитной оболочки вращения. Численный ана-
лиз изготовленной методом непрерывной намотки анизотропной оболочки 
вращения с переменной вдоль меридиана ортотропией, может осуществ-
ляться методом конечных элементов (МКЭ). При этом зависимости (12) не-
посредственно используются при построении матрицы жёсткости по ходу 
вычислительного процесса или интегрированием соответствующей краевой 
задачи для системы обыкновенных дифференциальных уравнений с пере-
менными коэффициентами методом прогонки [2]. Для решения задачи опре-
деления оптимальных переменных вдоль меридиана оболочки углов намот-
ки используются методы теории оптимальных процессов [9]. 

Задача расчета оболочки вращения, которая находится под действием 
произвольной осесимметричной нагрузки, решается в предположении ли-
нейной зависимости между компонентами напряженного состояния и упру-
гой деформации, а также справедливости соотношений Коши связи дефор-
маций с перемещениями [2]. При выводе уравнений состояния оболочка 
считается тонкой, упругой, имеет суммарную толщину h  симметрично рас-
положенных относительно срединной поверхности слоёв, которые деформи-
руются без проскальзывания. Значения физико-механических характерис-
тик материала в меридиональном и окружном направлениях (главных 
кривизн) поверхности оболочки, которым соответствуют индексы ( , )a b , 
принимаются в соответствии с (12). 

В этом случае, с учётом гипотез Кирхгоффа, напряжения связаны с 
деформациями ae , be  и изменениями кривизн ac , bc  следующим образом: 

 11 12 11 12( )i i i i ib b z b ba a b a bs = e + e + c + c , 

 12 22 12 22( )i i i i ib b z b bb a b a bs = e + e + c + c , (13) 

где z  – координата по толщине i -го слоя, а из сравнения (8), (9), (13) для 

i
jkb , i

jkb  имеют место соотношения 
1

n
i

jk jk i
i

c b h
=

= å . 

Выражения для усилий принимаются в виде (6), а выражения для 
моментов будут следующими [1]: 

 3 3

1 1

1 1,
12 12

n n
i i

i i
i i

M h M ha a b b
= =

= s = så å .  

Связь усилий и деформаций срединной поверхности оболочки имеет 
вид (11), а для моментов она будет следующей  

 
2

3
11 12 11 12

1

1, ,
12

n
i

jk jk i
i

M d d M d d d b ha a b a a b
=

= c + c = c + c = å . (14) 

Уравнения равновесия и геометрические соотношения в предположе-
нии, что влиянием изменения углов намотки вдоль меридиана можно пре-
небречь, для рассматриваемой оболочки остаются такими же, как и для 
изотропной [2]. 

Исключая переменные Nb , Mb  с помощью (11), (14): 

 12 12

11 11 11 11
,

c d
N N M M

c c d db a b b a b
D W= + e = + c , 



88 

 2 2
11 22 12 11 22 12,c c c d d dD = - W = - ,  

уравнения состояния анизотропной многослойной оболочки, аналогично [2], 
могут быть получены через компоненты вектора основных переменных 

a= x J z( , , , , )Nr M ru , где x , z , J  – радиальное и осевое перемещение и 

угол поворота нормали меридиана оболочки; N  – распорная сила; Мa  – 

изгибающий момент по направлению меридиана; ( )r s , ( )sq  – радиус парал-
лельного круга и угол между нормалью меридиана оболочки и её осью, 
соответственно. 

В этих условиях, выбирая в качестве переменной интегрирования дли-
ну меридиана 0 Ls s s£ £ , аналогично [2], получаем систему обыкновенных 

дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами в виде: 

 ( ) ( )d s s
ds

= +u A u B , (15) 

где 
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B , 

cos sinrq q qa b= q + q  – радиальная составляющая внешней нагрузки, 

( )F s  – суммарная осевая нагрузка на выделенную часть оболочки. 
Система (15) дополняется краевыми условиями, соответствующими 

условиям закрепления торцов оболочки: 

 0 0 0( ) 0, ( ) , ( ) 0, ( )L L Ls s U s s U= Î = Îu u u u( ) ( )Y Y , (16) 

В представленном виде система уравнений (15), (16) для композитной 
оболочки совпадает с точностью до коэффициентов (упругих постоянных) с 
системой уравнений для изотропной оболочки [2]. 

4. Результаты численного анализа. Ниже при-
ведены результаты численных исследований влия-
ния изменения значений физико-механических ха-
рактеристик материала на максимальные напря-
жения в защемлённом фрагменте двуслойной стек-
лопластиковой оболочки вращения, находящейся 
под действием внутреннего давления (рис. 1). Пара-
метры оболочки следующие: 0 0s = м, 1.08Ls = м, 

0 0.788r = м, 0.57Lr = м, 20.4 10h -= × м, 0.1nq = МПа, 0.242am = , 0.165bm = , 

40.6 10Gab = × МПа. 

На рис. 2 приведены зависимости значений maxs  от изменения Ea  при 

заданном 50.15 10Eb = × МПа (линия 1) и при b = × 50.5 10E МПа (линия 2), а 

 
Рис. 1 
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также зависимости значений maxs  от 

изменения Eb  при заданном 

50.5 10Ea = × МПа (линия 3) и при 
50.75 10Ea = × МПа (линия 4). Из гра-

фиков, приведенных на рис. 2, сле-
дует, что при изменении Ea , когда 

50.15 10Eb = × МПа (линия 1), или Eb , 

когда 50.5 10Ea = × МПа (линия 2), с 
50.2 10× МПа на 50.3 10× МПа значение 

maxs  изменилось более, чем на 30 %. 

Уменьшение maxs  при увеличении Eb  (линии 3, 4) объясняется более 

резким уменьшением деформаций в этом случае. Следует заметить также, 
что при изменении модулей Ea , Eb  меняется (для рассматриваемой 

расчётной схемы) и картина напряжённо-деформированного состояния в 
композитной оболочке, в частности, расположение точки maxs . При этом 

изменение значений Ea , Eb  влияет на результат расчёта в различной 

степени (видно из сравнения линий 1, 2 и 3, 4). 
Представленные зависимости демонстрируют значительное влияние не-

точности определения упругих постоянных композитного материала на ре-
зультаты численных расчётов, что должно быть учтено в задачах расчёта 
композитных конструктивных элементов современного машиностроения. 

Выводы. Представлен подход к определению упругих постоянных ма-
териала многослойных композитных оболочек вращения, основанный на по-
лученных экспериментальным путём физико-механических характеристи-
ках отдельных слоёв «образца-свидетеля» вдоль и поперёк волокон и даль-
нейшего усреднения (гомогенизации) упругих постоянных материала, таких 
как функций углов намотки и толщин отдельных слоёв композитных много-
слойных оболочек вращения. Это позволяет более точно определить зна-
чения упругих постоянных и учесть различные аспекты технологического 
процесса изготовления реального конструктивного элемента и алгорит-
мизировать процесс определения переменных вдоль продольной коорди-
наты физико-механических характеристик в соответствии с требованиями 
современных средств численного анализа. 
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АЛГОРИТМІЗАЦІЯ ВИЗНАЧЕННЯ ЗМІННИХ УЗДОВЖ МЕРИДІАНА ФІЗИКО-МЕХАНІЧНИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК МАТЕРІАЛУ БАГАТОШАРОВИХ КОМПОЗИТНИХ ОБОЛОНОК ОБЕРТАННЯ  
 
Пропонується теоретично-експериментальний підхід до алгоритмізації визна-
чення пружних характеристик матеріалу багатошарової композитної оболонки 
обертання, виготовленої методом неперервного перехресного намотування n  си-
метрично розташованих відносно серединної поверхні шарів однонаправлених 
армувальних ниток, укладених по черзі під кутами i±j  до осі оболонки. 

Отримано вирази для усереднених змінних уздовж меридіана оболонки фізико-
механічних характеристик композитного матеріалу. Подано результати 
числового аналізу. 

Ключові слова: фізико-механічні характеристики матеріалу, багатошарові ком-
позитні оболонки обертання. 
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ALGORITHMIZATION OF THE DETERMINATION OF ALONG-THE-MERIDIAN VARIABLE 
PHYSICO-MECHANICAL MATERIAL PROPERTIES OF MULTILAYER COMPOSITE SHELLS  
OF REVOLUTION 
 
A theoretical-experimental approach is proposed for the algorithmic determination of 
elastic material properties of a multilayer composite shell of revolution consisting of n  
layers that are arranged symmetrically relative to the midsurface and made by 
continuous unidirectional cross winding of reinforcing filament deposited in turn at 
angles i±j . The layers are composed symmetrically with respect to the midsurface. 

Expressions are obtained for the averaged variables along the meridian of the shell of 
the physico-mechanical characteristics of the composite material. The results of 
numerical analysis are presented. 

Key words: physico-mechanical characteristics of material, multilayer composite shell 
of revolution. 
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