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УДК 539.3 
 
Б. В. Процюк* 
 
ТЕРМОПРУЖНИЙ СТАН КУСКОВО-НЕОДНОРІДНОГО ОРТОТРОПНОГО 
ТЕРМОЧУТЛИВОГО ЦИЛІНДРА 
 

Визначено термопружний стан, зумовлений плоским осесиметричним темпе-
ратурним полем і поверхневими навантаженнями, у багатошаровому порож-
нистому ортотропному циліндрі з урахуванням залежностей фізико-меха-
нічних характеристик від температури і координати. Задачу термопруж-
ності зведено до розв’язання відносно радіальних переміщень систем інтегро-
алгебричних рівнянь, які отримано з інтегрального подання розв’язку відпо-
відної задачі для звичайного диференціального рівняння з узагальненими похід-
ними. При цьому використано функцію Гріна задачі пружності для багато-
шарового ортотропного циліндра зі сталими фізико-механічними характе-
ристиками шарів. Розв’язок отриманих систем знайдено методом послідов-
них наближень, обмеженим лише першим наближенням. Числові дослідження, 
виконані для тришарового ортотропного циліндра з температурозалежними 
фізико-механічними характеристиками шарів, ілюструють високу точність 
визначення переміщень і напружень. 

Ключові слова: термопружний стан, багатошаровий ортотропний циліндр, 
залежність фізико-механічних характеристик від температури і коорди-
нати, узагальнені функції, функція Ґріна, інтегро-алгебричні рівняння, ме-
тод послідовних наближень. 

 
Для переважної більшості елементів сучасної техніки, які залежно від 

призначення можуть зазнавати різноманітних термосилових навантажень, 
характерною є неоднорідність їхньої структури. Це зумовлено, перш за все, 
конструкційними та експлуатаційними вимогами, а в умовах високих пере-
падів температур – також і термочутливістю (температурною залежністю 
фізико-механічних характеристик (ФМХ)). Визначенню і дослідженню 
термопружної поведінки таких елементів присвячено значну кількість 
публікацій. Зокрема, для функціонально-ґрадієнтних циліндрів зі сталим 
коефіцієнтом Пуассона та степеневою залежністю решти ФМХ задачі тер-
мопружності розглянуто в працях [16, 18, 23 та ін.]. Проаналізовано [17] 
вплив термочутливості на температурні напруження функціонально-ґра-
дієнтних циліндрів. Визначено термопружний стан неоднорідних і кусково-
неоднорідних циліндрів шляхом зведення задачі до систем інтегральних 
рівнянь Вольтерра відносно визначальних напружень [3, 5, 9, 15, 24] і до 
систем інтегро-алгебричних рівнянь (СІАР) [11, 12] відносно переміщень, які 
входять в оператори Вольтерра і Фредгольма, а також як значення на об-
межувальних поверхнях підобластей. Підходи до розв’язання задач термо-
пружності для циліндрів, у яких передбачається апроксимація ФМХ кус-
ково-сталими функціями координати або температури, наведено в [2, 4, 8, 
19, 20]. Широке застосування у задачах пружності і термопружності для 
неоднорідних і термочутливих тіл отримали різні модифікації методу ма-
лого параметра [3, 4, 7, 21, 22]. Метод розв’язування задач термопружності 
для термочутливих тіл, в основі якого лежить модель термічного шару, за-
пропоновано в [10]. 

У цьому дослідженні метод [11, 12] поширюємо на задачі термопруж-
ності для багатошарових циліндричних ортотропних тіл із залежними від 
температури і координати ФМХ шарів. СІАР отримуємо з інтегрального 
подання розв’язку відповідної задачі термопружності для звичайного дифе-
ренціального рівняння з узагальненими похідними з використанням функції 
Ґріна задачі пружності для багатошарового ортотропного циліндра зі стали-
ми ФМХ шарів. Розв’язки цих систем знаходимо, як і в [12], методом послі-
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довних наближень, обмеженим лише першим наближенням. За нульове 
наближення вибираємо точний розв’язок задачі термопружності для бага-
тошарового ортотропного циліндра зі сталими пружними ФМХ і заданими 
залежностями температурних коефіцієнтів лінійного розширення. 

1. Формулювання задачі термопружності. Розглянемо пружне тіло, 
складене з ідеально контактуючих концентрично розташованих порожни-
стих ортотропних циліндрів. Вважаємо, що обмежувальні циліндричні по-
верхні тіла перебувають під дією рівномірно прикладених навантажень 0s , 

ns  відповідно, а торцеві – під дією зусиль, рівнодійна яких дорівнює P . 

Саме тіло перебуває у температурному полі, яке описується функцією 
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-

+
=

= + - -å [ ] , (1) 

де ( )pt r , 1, ,p n= … , – відомі розподіли температур при 1p pr r r- < < ; r , 0r  

і pr  – віднесені до характерного лінійного розміру l  відповідно радіальна 

координата, внутрішній радіус першого і зовнішній радіус p -го шару; n  – 

кількість шарів; ( )S z  – функція Гевісайда. 
Для визначення термопружного стану тіла за припущення, що ФМХ 

матеріалів шарів залежать від температури і координати, використаємо 
співвідношення 

 11 12 13( ) ( ) ( ) ( )r z r
du uc r c r c r r
dr r

s = + + e - Q , 

 12 22 23( ) ( ) ( ) ( )z
du uc r c r c r r
dr rj js = + + e - Q , 

 13 23 33( ) ( ) ( ) ( )z z z
du uc r c r c r r
dr r

s = + + e - Q  (2) 

та отримане аналогічно, як у [14], рівняння з узагальненими похідними сто-
совно віднесеного до l  радіального переміщення ( )u r : 
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а також граничні умови 

 
0 0 ,           nr r nr r r r= =s = -s s = -s . (4) 

Тут 

 11

1 ( , ) ( , )
( ) ( , )

( )
z z

r

t r t r
c r E t r

d r
j j- n n

= , 

 12

( , ) ( , ) ( , )
( ) ( , )

( )
r z zr

r

t r t r t r
c r E t r

d r
j jn + n n

= , 

 13

( , ) ( , ) ( , )
( ) ( , )

( )
zr z r

r

t r t r t r
c r E t r

d r
j jn + n n

= , 

 22

1 ( , ) ( , )
( ) ( , )

( )
rz zrt r t r

c r E t r
d r j

- n n
= , 



59 

 23

( , ) ( , ) ( , )
( ) ( , )

( )
z r zrt r t r t r

c r E t r
d r

j j
j

n + n n
= , 

 33

1 ( , ) ( , )
( ) ( , )

( )
r r

z

t r t r
c r E t r

d r
j j- n n

= , 

 ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )rz zr z zd r t r t r t r t rj j= - n n - n n -  

 ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )r r rz r zt r t r t r t r t rj j j j- n n - n n n , 

 11 12 13( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r zr c r r c r r c r rjQ = F + F + F , 

 12 22 23( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r zr c r r c r r c r rj jQ = F + F + F , 

 13 23 33( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z r zr c r r c r r c r rjQ = F + F + F . 

Функції ( )ijс r , , 1,2,3i j = , ( )r rQ , ( )rjQ , ( )z rQ , ( , )rE t r , ( , )E t rj , 

( , )zE t r , ( , )ij t rn , , , ,i j r z= j , і ( )r rF , ( )rjF , ( )z rF  мають вигляд (1), а в 

межах p -го шару співпадають відповідно з ( ) ( )p
ijс r , , 1,2,3i j = , ( )rp rQ , 

( )p rjQ , ( )zp rQ , модулями пружності ( , )rp pE t r , ( , )p pE t rj , ( , )zp pE t r  у 

радіальному, кутовому і осьовому напрямах [6], коефіцієнтами Пуассона 
( ) ( , )p
ij pt rn , , , ,i j r z= j , і чисто тепловими деформаціями 
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Тут ( , )t
rp pt ra , ( , )t

p pt rja , ( , )t
zp pt ra  – температурні коефіцієнти лінійного 

розширення p -го шару в радіальному, кутовому і осьовому напрямах; ze  – 

осьова деформація. Модулі пружності і коефіцієнти Пуассона пов’язані 

співвідношеннями ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )p p
ij p jp p ji p ip pt r E t r t r E t rn = n , , , ,i j r z= j . 

Зауважимо, що рівняння (3) еквівалентне системі рівнянь 
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і умовам ідеального термомеханічного контакту при kr r= , 1,2, , 1k n= -… : 
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2. Інтегральне подання розв’язку. Для його отримання використаємо 
функцію Ґріна задачі пружності для шаруватого ортотропного циліндра зі 
сталими ФМХ шарів, тобто функцію ( , )G r r , яка є розв’язком задачі 
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Після домноження рівняння (3) зліва на ( , )rG r r , виконання відповід-
них операцій з узагальненими функціями [1, 14], використання (5) та інтег-
рування по r  у межах від 0r  до nr  одержимо 
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i iK c r c r+= - ; індекс «cl» означає, що відповідна похідна є кла-
сичною. 

3. Система інтегро-алгебричних рівнянь. Замінимо в (7) інтеграли по 
товщині циліндра сумою інтегралів по товщині шарів і розглянемо отрима-
не співвідношення в межах p -го шару. При цьому беремо до уваги, що пе-
реміщення мають вигляд 

 ( ) ( ) ( ) ( )t y
p p p z pu u u uer = r + r - e r , (8) 

де з урахуванням термочутливості і неоднорідності шарів відповідні додан-
ки описують переміщення, зумовлені температурним полем, поверхневими 
навантаженнями та умовами на торцях, а функція ( , )G r r  при 1p pr r- < r < , 

1j jr r r- < < , , 1,2, ,p j n= … , співпадає з елементами матриці Ґріна [13]: 
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Виконавши відповідні перетворення з урахуванням граничних умов (4) 

і (6), одержимо для знаходження кожної із функцій ( )s
pu r , , ,s t y= e , систе-

ми рівнянь  
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4. Співвідношення для деформацій і напружень. Продиференціював-
ши (9), одержимо з урахуванням (8) вирази для радіальних деформацій  
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Підставляючи (9), (10) в отримані на основі співвідношень (2) залежності 
для p -го шару, одержуємо вирази для напружень 
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Осьову деформацію з використанням умови 

1
1

( )
2

p

p

rn

zp
p r

Pd

-=

rs r r =
på ò  зна-

ходимо за формулою 
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e = r s r + s r r - × rs r rê úê úp ê úë û ë û

å åò ò[ ] . 

5. Визначення радіальних переміщень. Для цього скористаємось мето-
дом послідовних наближень, вибравши за нульові наближення переміщення 

( )( )s
pu r , , ,s t y= e , що відповідають точному розв’язку задачі термопруж-

ності для багатошарового циліндра зі сталими модулями пружності і коефі-
цієнтами Пуассона. Вирази для цих переміщень, отримані з (9) для тих 
самих модулів пружності та коефіцієнтів Пуассона, що й у задачі (5), (6), 
мають вигляд 
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Тоді переміщення, що відповідають першому наближенню, будуть такими: 
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де 

 
1

0
1 1 1 1 1 1 0

1
4 ( )

k
s s s
p p p

r
L H k P u r

r
æ ö= + g ç ÷
è ø

, 

 
(0 )

1 11
2 2 (0 )

11

2 ( )
n pk

s s sn
p p n pn n nn

n

r c
L H P u r

r c
-æ ö= - g ç ÷

è ø
, 

 
1

1( ) ( )
1 1 1 1

1 1

1 1( ) ( )
jp p k

js s s
p jp j bj j jp j bj j

j j jj j

r
H P M V r P M V r

k k r

-
-+ + - -

-
= =

æ ö= + ç ÷
è øå å , 

 
(0 ) (0 )

1( ) ( )11 11
2 2 1 2(0 ) (0 )

1 11 11

( ) ( )
jp p kn n

js s s
p pj j bj j pj j bj jj j

jj p j pj j

rc c
H P M V r P M V r

rk c k c

-+ - - +
-

= + =

æ ö= - ç ÷
è øå å , 

 

1

1( ) ( )
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p
p p

p

k
k kps s s s

bp p p p p p p p
r

r
V c u c r u r r U r dr

-

r
--+ + + +

- -
æ ör = r r - - rç ÷rè ø ò , 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
pp

p p

rk
k ks s s s

bp p p p p p p p
p

V c r u r c u r U r dr
r

-- - - -

r

ræ ör = - r r - rç ÷
è ø ò , 

 ( ) ( ) ( )
22 12

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,     ( ) ( ) ( )

s s
p ps p p

p p p p p

du r u r
U r c r c r c r c r k c r

dr r
± ± *± *±é ù

= + = ±ê ú
ë û

. 

Для оцінки точності аналогічно знаходимо переміщення, що відпо-
відають першому наближенню у такому самому кусково-неоднорідному ци-
ліндрі, але вважаючи при цьому, що область 1p pr r r- < <  складена з pn  

концентричних циліндричних шарів, кожен з яких має модулі пружності, 
коефіцієнти Пуассона і коефіцієнти лінійного розширення p -ї області. В 
цьому випадку відповідні формули для переміщень мають також вигляд 
(12), у яких тепер вхідними будуть відповідні параметри задачі термопруж-

ності для N -шарового циліндра, де 
1

n

p
p

N n
=

= å . 

Потім порівнюємо переміщення, обчислені на основі перших наближень 
для n - і N -шарових циліндрів. Якщо різниця між їхніми значеннями на 
одних і тих самих поверхнях знаходиться не в межах заданої точності, то 
збільшуємо pn , повторюємо процедуру знаходження перших наближень і 

порівнюємо на тих самих поверхнях значення переміщень, отримані в су-
міжних процедурах. Такий процес продовжуємо, допоки не буде досягнуто 
заданої точності. 
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За відомими переміщеннями, використовуючи формули (10)–(12), зна-
ходимо деформації і напруження. 

Зауважимо, що радіальні ( )s
rpe r  і осьова ze  деформації та напруження 
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У випадку циліндра, складеного з трансверсально-ізотропних шарів, у 
наведених вище співвідношеннях необхідно прийняти 
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 13 23

( )
( ) ( ) ( , )

( )
rz

r
T

r
c r c r E t r

d r
n

= = , 

 33

1 ( , )
( ) ( , )

( )
r

z
T

t r
c r E t r

d r
j- n

= , 

 2 ( , )
( ) 1 ( , ) 2 ( , )

( , )
r

T r rz
z

E t r
d r t r t r

E t rj= - n - n . 

Для ізотропного циліндра відповідні співвідношення отримаємо при 

 11 22 33( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )c r c r c r r r= = = l + m , 

 12 13 23( ) ( ) ( ) ( )c r c r c r r= = = l ,  

де 

 
( , ) ( , ) ( , )

( ) ,       ( )
1 ( , ) 1 2 ( , ) 2 1 ( , )

E t r t r E t r
r r

t r t r t r
nl = m =

+ n - n + n[ ][ ] [ ]
. 

Якщо у наведених вище співвідношеннях для s
pu , s

rps , s
pjs , ,s t y= , 

замінити 11( )c r , 12 ( )c r , 22 ( )c r  відповідно на 11

( , )
( )

1 ( , ) ( , )
r

r r

E t r
c r

t r t r
*

j j
=

- n n
, 

12 11( ) ( ) ( , )rc r c r t r* *
j= n , 22

( , )
( )

1 ( , ) ( , )r r

E t r
c r

t r t r
j*

j j
=

- n n
, а ( )r rQ , ( )rjQ  – на 

*
11 12( ) ( ) ( ) ( ) ( )r rr c r r c r r* *

jQ = F + F , 12 22( ) ( ) ( ) ( ) ( )rr c r r c r r* * *
j jQ = F + F , то отрима-

ємо вирази для переміщень ( ) ( ) ( )t y
p p pu u ur = r + r  і напружень ( ) ( )t

rp rps r = s r +  

( )y
rp+ s r , ( ) ( ) ( )t y

p p pj j js r = s r + s r  у тонкому круглому багатошаровому ор-

тотропному диску при його плоскому напруженому стані, зумовленому 
плоским температурним полем ( )pt r . 

У квазістатичних задачах час в отримані співвідношення входитиме як 
параметр. 

6. Числовий приклад. Запропоновану методику апробовано на статич-
ній задачі термопружності для тришарового вільного від навантажень 
( 0 0ns = s = ) із закріпленими торцями ( 0ze = ) термочутливого ортотроп-

ного циліндра, на внутрішній і зовнішній поверхнях якого задано відповідно 

тепловий потік 6
0 3 10q = × Вт/м2 і температура 300ct = °С. Обчислення 

виконано для таких геометричних і фізико-механічних характеристик: 

 0 1 2 30.2,      0.4,      0.7,      1,      0.09r r r r= = = = =l м, 

 ( ) ( ) 35.2 0.035p
t p pt tl = + [Вт/(м × °С)], 1,3p = , 

 (2)
2 2( ) 69.1 0.0898t t tl = + [Вт/(м × °С)], 

 ( ) ( ),      ( ) ( ),      , ,t
ip p ip p ip p ip pE t E E t t t i r z* *= a = a a = j , 

 ( ) ( ) ( )( ) 0.4 ( ),      ( ) 0,35 ( ),      ( ) 0.3 ( )p p p
zr p p z p p r p pt t t t t tj jn = n n = n n = n , 

 1.5 ,         2 ,         0.8 ,         1.2p rp zp rp p rp zp rpE E E E* * * * * * * *
j j= = a = a a = a , 

 7 2 7 2( ) 1 0.0001 9.5 10 ,         ( ) 1 0.000833 6 10E t t t t t t- -= + + × a = + + × , 

 ( ) 1 0.00012t tn = + , 
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 1 100rE* = [ГПа], 2 150rE* = [ГПа], 3 200rE* = [ГПа], 

 6
1 12 10r

* -a = × [°С–1], 6
2 15 10r

* -a = × [°С–1], 6
3 9 10r

* -a = × [°С–1]. 

Розподіли температур ( )it r , 3,2,1i = , знаходили за формулою 

 
1 2 ( ) 1

( ) i i
i

i
t

+ b q r -
r =

b
, 

у якій 

 
21

( ) ( ) ( ) ,      ,      3
2

n
n c

i c s i n n j c c
j i

t
T f f r F t n

-

=

b
q r = q - r - - q = + =å[ ] , 

 
(1) (1)1
0 0

( 1) ( )
1 0 0

( ) ln ln
i

i j j
jj

f
-

+
=

l læ ö rr = r - -ç ÷ rl lè ø
å , 

 
1 1 0 0

1 (1)
1 1 0

1 2 ( ) 1
1 ( ) ,      

j j jj
j j j s

j j

r q r
F r T

+ +
+

+ +

é ù+ b q -bæ ö
= - q - =ê úç ÷b b lê úè ø ë û

l
, 

 
1

1 1( ) ( ) ( ) ,       3,2
n

i i c s i i n n j
j i

r T f r f r F i
-

- -
=

q = q - - - =å[ ] , 

( )
0
il , ib  вибирали відповідно до подання наведених залежностей коефіцієн-

тів теплопровідності у вигляді ( )
0( ) (1 )i

i i i it tl = l + b . При цьому, зокрема, 

отримали такі значення температур на обмежувальних поверхнях: 

 1 0( ) 1384t r » °С, 1 1 2 1( ) ( ) 886t r t r= » °С,  

 2 2 3 2( ) ( ) 668t r t r= » °С, 3 3( ) 300t r = °С. 

У табл. 1–4 наведено значення безрозмірних температурних перемі-

щень 1

1

t

r s

u
u

T*
=

a
%  і напружень 1

1 1

t
j

j
r s rT E* *

s
s =

a
% , , ,j r z= j , на обмежувальних 

0r r= , 1r r=  і серединній cr r=  поверхнях першої області (області з най-

більшим перепадом температур), обчислених на основі нульових ( 0k = ) і 
перших наближень ( 1k = ) для різних N . При цьому кожну з областей 

1p pr r r- < < , 1,2, 3p = , було поділено на однакову кількість концентричних 

шарів ( 1 2 3 /3n n n N= = = ). З аналізу отриманих результатів, зокрема, ви-
пливає, що для визначення радіальних переміщень і радіальних напружень 
з точністю, яка не перевищує 1.5%, достатньо обмежитися нульовим набли-
женням при 12N =  (див. табл. 1, 2). При такому самому N  точність їх ви-
значення на основі першого наближення не перевищує 0.15 %, тобто є на 
порядок вищою, а точність визначених кільцевих і осьових напружень (див. 
табл. 3, 4), наприклад, на поверхні нагріву на основі першого наближення, 
ще не досягається за нульового наближення при 3072N =  ( 1 1024n = ). 
Крім того, дані, наведені в таблицях, ілюструють стійкий характер поведін-
ки відповідних величин зі збільшенням кількості розбиттів, а отже, за-
стосовність наведених розв’язків (нульового і першого наближень) до 
визначення термопружного стану циліндрів із шаруватих композитних 
матеріалів, армованих однорідними і неоднорідними ортотропними шарами. 
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 Таблиця 1. Значення радіальних переміщень 10u% . 

N  k  0r  0cr -  0cr +  1r  

6 
0 0.19763 0.67542 0.67542 0.91090 
1 0.20936 0.68422 0.68227 0.91750 

12 
0 0.20660 0.68039 0.68039 0.91453 
1 0.20995 0.68256 0.68231 0.91617 

24 
0 0.20910 0.68177 0.68177 0.91553 
1 0.20999 0.68230 0.68227 0.91593 

48 
0 0.20975 0.68212 0.68212 0.91578 
1 0.20998 0.68226 0.68225 0.91588 

96 
0 0.20992 0.68221 0.68221 0.91585 
1 0.20997 0.68225 0.68225 0.91578 

192 
0 0.20996 0.68224 0.68224 0.91586 
1 0.20997 0.68224 0.68224 0.91587 

384 
0 0.20997 0.68224 0.68224 0.91587 
1 0.20997 0.68224 0.68224 0.91587 

 Таблиця 2. Значення радіальних напружень rs% . 

N  k  0r  0cr -  0cr +  1r  

6 
0 0.0 –0.23584 –0.23584 –0.20763 
1 0.00019 –0.24003 –0.23992 –0.21055 

12 
0 0.0 –0.23845 –0.23845 –0.20948 
1 0.00002 –0.23955 –0.23954 –0.21025 

24 
0 0.0 –0.23917 –0.23917 –0.20999 
1 0.0 –0.23945 –0.23944 –0.21018 

48 
0 0.0 –0.23935 –0.23935 –0.21011 
1 0.0 –0.23942 –0.23942 –0.21016 

96 
0 0.0 –0.23940 –0.23940 –0.21015 
1 0.0 –0.23942 –0.23942 –0.21016 

192 
0 0.0 –0.23941 –0.23941 –0.21015 
1 0.0 –0.23941 –0.23941 –0.21016 

384 
0 0.0 –0.23941 –0.23941 –0.21016 
1 0.0 –0.23941 –0.23941 –0.21016 

 Таблиця 3. Значення кільцевих напружень js% . 

N  k  0r  0cr -  0cr +  1r  

6 
0 –1.24299 –0.33565 –0.27634 –0.00151 
1 –1.41185 –0.29394 –0.29623 –0.00347 

12 
0 –1.31488 –0.31297 –0.28431 –0.00240 
1 –1.41054 –0.29571 –0.29601 –0.00429 

24 
0 –1.35911 –0.30380 –0.28960 –0.00328 
1 –1.41045 –0.29598 –0.29602 –0.00443 

48 
0 –1.38383 –0.29975 –0.29266 –0.00384 
1 –1.41048 –0.29603 –0.29603 –0.00446 

96 
0 –1.39692 –0.29785 –0.29431 –0.00414 
1 –1.41049 –0.29604 –0.29604 –0.00447 

192 
0 –1.40364 –0.29693 –0.29516 –0.00431 
1 –1.41050 –0.29604 –0.29604 –0.00447 

384 
0 –1.40706 –0.29648 –0.29560 –0.00439 
1 –1.41050 –0.29604 –0.29604 –0.00447 

768 0 –1.40877 –0.29626 –0.29582 –0.00443 
1536 0 –1.40964 –0.29615 –0.29593 –0.00445 
3072 0 –1.41007 –0.29609 –0.29598 –0.00446 
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 Таблиця 4. Значення осьових напружень zs% . 

N  k  0r  0cr -  0cr +  1r  

6 
0 –3.08850 –2.10720 –1.68550 –1.16901 
1 –3.55020 –1.87318 –1.87377 –1.06451 

12 
0 –3.30187 –1.98352 –1.77477 –1.11446 
1 –3.54990 –1.87346 –1.87354 –1.06460 

24 
0 –3.42096 –1.92696 –1.82284 –1.08899 
1 –3.54989 –1.87349 –1.87350 –1.06461 

48 
0 –3.48412 –1.89985 –1.84783 –1.07667 
1 –3.54990 –1.87349 –1.87349 –1.06461 

96 
0 –3.51667 –1.88658 –1.86057 –1.07061 
1 –3.54990 –1.87349 –1.87349 –1.06461 

192 
0 –3.53320 –1.88001 –1.86701 –1.06760 
1 –3.54990 –1.87349 –1.87349 –1.06461 

384 
0 –3.54153 –1.87675 –1.87024 –1.06610 
1 –3.54990 –1.87349 –1.87349 –1.06461 

768 0 –3.54571 –1.87512 –1.87187 –1.06536 
1536 0 –3.54781 –1.87430 –1.87268 –1.06498 
3072 0 –3.54886 –1.87390 –1.87308 –1.06480 

Висновки. Запропоновано методику визначення термопружного стану, 
зумовленого одновимірним температурним полем та поверхневими наван-
таженнями, в кусково-неоднорідному термочутливому порожнистому орто-
тропному циліндрі, яка передбачає отримання з використанням узагальне-
них функцій і функції Ґріна задачі пружності для шаруватого циліндра зі 
сталими ФМХ відповідних систем інтегро-алгебричних рівнянь відносно 
радіальних переміщень і їх роз’язання методом послідовних наближень, 
обмеженим лише першим наближенням. Апробація на статичній задачі 
термопружності для тришарового термочутливого циліндра показала ефек-
тивність методики.  
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ТЕРМОУПРУГОЕ СОСТОЯНИЕ КУСОЧНО-НЕОДНОРОДНОГО ОРТОТРОПНОГО 
ТЕРМОЧУВСТВИТЕЛЬНОГО ЦИЛИНДРА 
 
Определено термоупругое сотояние, обусловленное плоским осесимметричным 
температурным полем и поверхностными нагрузками, в многослойном полом 
ортотропным цилиндре с учетом зависимости физико-механических характе-
ристик от температуры и координаты. Задача термоупругости сведена к ре-
шению относительно радиальных перемещений систем интегро-алгебраических 
уравнений, которые получены из интегрального представления решения соот-
ветствующей задачи для обыкновенного дифференциального уравнения с обобщен-
ными производными. При этом использована функция Грина задачи упругости 
для многослойного ортотропного цилиндра с постоянными физико-механически-
ми характеристиками слоев. Решение полученных систем найдено методом по-
следовательных приближений, ограниченным лишь первым приближением. Число-
вые исследования, выполненные для трехслойного ортотропного цилиндра с тем-
пературозависящими физико-механическими характеристиками, иллюстриру-
ют высокую точность определения перемещений и напряжений. 

Ключевые слова: термоупругое состояние, многослойный ортотропный цилиндр, 
зависимость физико-механических характеристик от температуры и ко-
ординаты, обобщенные функции, функция Грина, интегро-алгебраические 
уравнения, метод последовательных приближений. 

 
THERMOELASTIC STATE OF A PIECEWISE INHOMOGENEOUS ORTHOTROPIC 
THERMOSENSITIVE CYLINDER  
 
The thermoelastic state due to a plane axisymmetric temperature field and surface loads 
in a multilayered hollow orthotropic cylinder with regard to the dependence of physical 
and mechanical characteristics on the temperature and the coordinate is determined. 
The thermoelasticity problem is reduced to solving the systems of integral-algebraic 
equations for radial displacements. These systems are obtained from the integral repre-
sentation of the solution of the corresponding problem for the ordinary differential 
equation with generalized derivatives. Wherein the Green function of the elasticity 
problem for a multilayered orthotropic cylinder with constant physical and mechanical 
characteristics of layers is used. The solution of obtained systems is found by the 
sequential approximation method, limited only by the first approximation. Numerical 
studies performed for a three-layered orthotropic cylinder with temperature dependent 
physical and mechanical characteristics demonstrate the high accuracy of displacements 
and stresses determination. 

Key words: thermoelastic state, multilayered orthotropic cylinder, dependence of phy-
sical and mechanical characteristics on temperature and coordinate, generalized 
functions, Green’s function, integral-algebraic equations, sequential approxima-
tion method. 
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