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Н а рис. 3 и 4 с плош ными л и н иями пок а з ано (в случае з ав иси мости

(4) ) ра спределение а мпл итуды перво й гар моники на п р яжен ности

м а гн итного пол я дл я 10 = 0; 0,0001 ; 0,00 1; 0,01 ; 0,1 и 8= 0,2; 1; 10; 100;
1000 соответствен но. Ка к видно , при и зм енен и и 8 от О до 0,2 р аспреде

ление поля им еет приповерхностный характе р , причем н а иболее это

в ыр ажено п ри 10= 0,2. Для 8> 0,2 степень затух а н ия м а гн итного поля

ум ен ьш а ется, т. к. ра сп р еделение становится бол ее л и н ейн ым .

Аналоги ч ные графики расп р едел ени я ам плитуд третьей г а рмоники

напр яженности магнитного поля для тех же з н ачен и й параметр ов изо

бражены сплошными линиями соответствен но на рис. 5 и 6.
Н а р ис . 4 и 6 для сравнения штриховыми линиями показаны рас

пределен ия а м пл итуд первой и третьей гармоник напряженности м аг

нитн ого пол я дл я 8= 0,2; 1; 10; 100; 1000, найденн ых из зависимости (7).
Отм етим , что пр и 8= 100; 1000 эти графики совпадают .

Из анализа р езультатов в идно , ч то разность решений уравнения (9)
дл я за висимостей (4) и (7) с ув ел и че н ием 8 умен ьш ается . Т а к , для

8>0, 1 она станов ится м еньше 3 %, а для 8 > 1 00 - мен ьше 1 %. Это

означает, что при оп ределени и электромагнитного поля в ферром агнит

ных телах для слабых пол ей нужно пользоваться а п п роксим ацией

11. = ~l . ( Н ) , о пределяемой фор м ул ой (4) , а в случ ае сил ьных полей

с достаточ ностью можно пользов аться уточненно й ап проксимацией

Мюллер а (7) - (8).
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РАСЧЕТ ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ

В неяинеиных СРЕДАХ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА

в м етоде конечных элем ентов (МКЭ) , использующем элементы пер

вого порядка, распределение векторного магнитного потенциа ла А
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в пределах каждого конечного элемента (КЭ) предполагается линей

ным, и, следовательно, вектор В магнитной индукции и удельная энер
гия W магнитного поля внутри каждого КЭ постоянны. Это обстоятель

ство позволило создать весьма простой алгоритм формирования алгебра

ических уравнений для определения потенциалов внутренних узлов

области D расчета поля, что, в свою очередь, явилось главной причиной

столь широкого распространения МКЭ первого порядка [2]. Однако

ввиду низкого порядка аппроксимации зависимости А[х, у] в пределах

КЭ размеры элементов, необходимые для обеспечения удовлетворитель

ной точности расчета поля, должны быть весьма малыми, что при

сложной конфигураuии области приводит к высоким порядкам систем

алг ебраических уравнений и связанным с этим трудностям в машинной

реалиэ ации метода. Снижение порядка системы уравнений возможно

только ценой перехода к КЭ более высоких порядков, что, однако,

сопряжено с усложнением алгоритма. Существующие варианты МКЭ

второго порядка имеют строгое обоснование только примеиительно

к линейным средам. Поэтому развитие теории МКЭ второго порядка

в направлении его распространения на нелинейные среды является

актуальной задачей .

Решение краевой задачи расчета плоскопар аллельного магнитного

поля в области D, заполненной нелинейной беагистереэисной средой,

сводится к минимизации функuионала

F = S(AJ - SHdB) dS,
S о

(1)

где А, J - нормальные к ПЛОСКОСТи D составляющие векторного маг

нитного потенциала и плотности тока; Н, В - расположенные в плос
кости D векторы напряженности и магнитной индукции; S - площадь

области D. .

(4)

(2)

(3)

в

G = AJ i W = SHdB I
о

Здесь

к; = S GdS- SWdS,
Sт Sт

где

Заполним область D совокупностью М треугольных КЭ второго ПО- '

рядка с прямолинейными сторонами и каждому КЭ присвоим порядковый

номер т (т = 1, М) . Узлы т-го КЭ пронумеруем двойными индексами

m1, ... , т6, как показано на рисунке, и такую нумерацию будем назы

вать локальной. Кроме того, все узлы пронумеруем одноиндексными но

мерами, текущие значения которых будем обозначать буквой r или s
(г, S = 1, R + Р, где R - число внутренних узлов; Р - число граничных

узлов). Такую нумерацию будем называть сетевой. Тогда выражение (1)
примет вид

причем Sm обозначает площадь т-го КЭ.

Образуем R-мерНbIе вектор-строку и вектор-столбец потенциалов уз

лов в сетевой нумерации

.. ., (5)
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Приравняв нулю производную от функционала F по вектору А, прихо
дим к нелинейной системе R алгебраических уравнений, объединяемых

одним уравнением

d~ = ~ dF_m = (~ дF "!....., ••• ,
dA т=1 dA т=1 дА!

-+ -+ --+
= (<Рl [А.], ... , <f!R [А.Н. = <р. [А.] = О. (6)

Будем решать эту систему игерационным методом Ньютона. При этом
рабочая формула на (i + 1)-й итерации имеет вид

Ф (4...+1 - 11, ..)= - ;.{, (7)

где .4."+1 А «с - значения вектора А. соответственно на (i + 1)-й и i.-Й
-+ -+ - 1-

~тера~иях, <р ... - вектор невязок, численно равный функции <р. [А.] при

А. = A. i ;

м

~ a
2

Fт
"'-' aA 1aA R
т=1

(8)

- матрица Якоби функции ~. [.4.] при А. = А ....
в МКЭ формирование вектора невязок и матрицы коэффициентов

системы (7) осуществляется в соответствии с выражениями (6) и (8)
путем суммирования вкладов каждого из М конечных элементов.

Перейдем к выводу формул для определения этих вкладов.

Аппроксимируем в пределах т-го КЭ зависимости

u = u [х, у] (и = А, а, W) (9)

полными двумерными полиномами второй степени:

U = Иm 1 + Иm2Х + иmзу + Ит4х2 + иmsху + ит6у2 (JО)

(и = А, а, W; и = а, g, w),

или

где

-u = k [х, у] ит . , (11)

k [х, у] = (1, х, у, х2 , ху, у2) (J2)

- вектор-строка, которую назовем координатным вектором точки Q[х, yJ;

-
ит• = (Uml, , •• , иm6) . (и = а, g, w) (13)

- вектор-столбец коэффициентов полинома для т-го КЭ.

Составив выражения вида (11) для каждого из шести узлов т-го КЭ,

получим три системы алгебраических уравнений, которые в матричной

записи имеют вид

где

.lQ4

- -um. = km.llm., (14)



-ит• = (Uтl, ... , ит6) . (и = А, О, W)

- векторы-столбцы узловых значений переменной И;

2 2
Хтl Утl Хm l XтlYml !1т I

k m • =
22

Хт6 !lmо Хт6 ХтСУт6 Ут6

(15)

(16)

- KвaдpaTHa~ неособая матрица размерности 6 х 6, которую назовем

координатнои матрицей т-го К:Э.

Решив уравнение вида (14) относительно вектора ит. , имеем

-+ -1-
Ит ' = kт.Uт• (и = А, О, W; и = а, g, w), (17)

и, следовательно, аппроксимация (11) может быть представлена в виде

- -1-)-
U = k [Х, У] kт.Uт. (и = А, О, W). (18)

Подставив выражения вида (18) в (3) и выполнив интегрирование по

площади Sт, приходим К следующему выражению для вклада г'т т-го

КЭ в фУНКЦИОНRЛ F:

Здесь

6

Fm = ~ q:n;(Oтj- Wm jJ •
j=1

Вт;

От; = AтjJmj; Wm j = J' HdB,
о

(1 9)

(20)

а коэффициенты qm; являются элементами вектор-строки

- - k- I ( k- I
qm = Рт т. = pml, • . . , Рт6) т', (21 )

э

J \~ ( 2 2 )
РmЗ = (j ~ (Xm.l+l -ХIlЦ)Ут,1 + Ym,l!lт ,l+l + Yт,l+l ;

1=1
3

Рm4 =*2.: (Xm.l+1 - Xт. l) (Yт.I+1 (X;n,1 + 2Xm.tXm.l+l + 3:<;.,1+1) +
1=1

(
2 . 2+ Ym.1 3xm,1+ 2Xm,IXm,l+l + :<т , :+I));

з

Рm5 = 214 t;) (Xm,I+1 - Xm,l) (y;', .I+1 (Хm " + 3Xm.I+I) -1-

+ 2Ym,IYm,l+l (Хm.1 + Xm.I+J) + Y~',I (3Хm.1 + Xm.I+J));
3 .

1 " ( з 2 2 З)Рт6 = 12 ~ (XI7I,I+1 - Xm,l) !lт,1 + Ym,IYm,l+l + YI7I,IYm,I+1 + !/m,I-j-1 ,
1=1

причем для 1+ 1 = 4 следует принять 1+ 1 = 1.
Образуем б-мерные вектор-строку и вектор-столбец

-
Аm = (Аm 1 , ••• , Ат6) , А m• = (Ат 1 , ••• , Атс),.

Продифференцировав выражение (19) по Ат, с учетом (20) имеем

(22)

(23)
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б

- dF т - L is ' - -
<рт. =~ = тm' + -----;j!.!.- нт! = тm. +

dAm dA
j =1 m

б

L(dBxm/ dB !lm/)+ ----Hxmj----H!lmj'
dAm dA m qmj

1=1

(24)

(25)

(29)

(26)

(30)

(27)

(28)

где

где

где

-
Тm • = (qmlJ т ! , • •• , qmБJmб) •.

Представим выражение (18) для потенциала в виде

- -1-
А = Amkm k. [х, У],

J -
где k;' , k. [х, у] - матрица и вектор-столбец, полученные транспониро-

1 -
ванием k;. и k [х, у] соответственно. Тогда

Вхm ! = дА/ду = Amk; l k~;:/~ B!lmj = - дА/дх = - Amk;.lk~~j,
-(х\ - •
k.mj = дk [х, у] / дх = (О, .1, О, 2xmj , Ymj, О).;

k~~/ = дk [х, у]/ду = (О ,О, 1, О, Xm j, 2Ymj)••

С учетом (27) выражение (24) принимает 'вид

б

<рm. = (qmIJml, .• " qmБJmБ). + ~ (К~!!j.iqmtНхmj-R~~jqmtН!lmj),
j=1

К- (х) k-1k-(xj· K-(!I) k-1-k( !I)
*m ]' = т »т]» »т] = т .mj·

Вектор-столбец 'f'm. определяет вклад т-го КЭ в вектор <р. невязок.

Продифференцировав выражение (29) по вектор у Аm. , приходим К матри

це раз мер ности 6 х 6:

функциями

(31)

(33)

(32)

среды

удель-

Уху},
" IjЦ

имеем

б

г: ~ ('_ dH f _ dH .)
Ф - ~ - - K ( Y)"~ -К (Х). . ---!!!!!.!.
т - _ - .m,qm, - .mjqm/ - .

dA dAm• dAm
т . 1=1 •

С учетом магнитной характеристики с реды, описываемо й

Нх=Нх[Вх, B !I] ; H !I=H Ij[Bx, B!I]'
б

~ (' _( (dBxm/ dB!lm/)
Фm = - ~ K.~~/qmj 'J xxm/ - - - + vx!lm/---- -

. dAm• dAm•
j=\

- ( х) (dBxm/ dB ljm/ ) )
-К.mjQmi У ухm / --:::-- + Vlfymj-_- ,

dAm• dA m• .

где Vxxmj, vX!lmj, 'IIIxmj, v!!!lmj- элементы тензора дифференциального

нога магнитного сопротивления среды

j
дНх он ,

i R дВ , дВ ,

V = iB = дН 11 дН "

ев, ге,

вычисляемого при В; = Вхm/; Вц = Вут/" для безгистерезисной

УХ!l = "ух [2). Используя (18), получае м равенства

В дА k-( I/) k-1A- В дА -k(Х)k-1А-
хт] = ду = т/ m . т., !1т, = - дх = - т] m. m.

Н, следовательно,

-k(Х)k-1-= - т] т •• (34)
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~ .( ~ (у) -(у) -(х) - (х)
Поэтому Фт = - 2: .K.mjKmj"xxmjQmj + K.mjKmj'lyymjQmj-

j=1

(·К- (у) К->(Х) + K~ (Х) К-(У») (3;)
- . «т] m j »т] т] "xymjQmj , v

где K~} , Kl,;{} - векторы, транспонированные по отношению к векторам
(30). Матрица Фm определяет вклад т-го КЭ в матрицу Ф коэффициен

тов системы (7).
Перейдем к описанию алгор итма решения на ЭВМ ~аевой задачи

расчета поля на основе приведенных выше соотношений.

Входными данн ы ми для решения з ада ч и являются :

1) матрица V координат узлов сетки, имеющая размерность

(R + Р) ·2 и составляемая по правилу: г-я строка матрицы V содержит

координаты Хг , Уг г-го ПО порядку узла в сетевой нумерации (вначале

нумеруются внутренние, а потом - граничные узлы);

2) матрица L соответствия узлов в л окал ьной и сетевой нум ераци

я х , имеющая размерность (R + Р) Х 6 и составляемая по правилу:

г- я строка матр ицы L содержит сетевые номера узлов с локальными

нем ерами т1, ..., m6;
3) магнитн ая х а р а ктерис тика (З1) среды.

На базе входных данных рассчитываются постоянные (т . е . не

з а висящие от номера итерации) матрицы Q (размерности м Х 6), I«(X)
(р азмерности 6 х6М) и Юу ) (ра змерности 6 Х6М) по следующим пра 

вилам:

1) т-я строка матрицы Q есть вектор-строка qm, вычисляемый по

формулам (22), (21;);
2) матрица юх) содержит М расположенных в строку матриц раз-

мерности 6х6, составленных из векторов-столбцов K:m j (j= 1,6) по
формулам (16), (28), (за); : м атрица }« у) формируется аналогично .

Решение системы R алгебраических ур а внен и й вида (6) игерацион

ным методом Ньютона требует на (i+ 1), -й итерации последов ательного

выполнения следующих оп ераци й:

1) для т-го КЭ: ~ в соответствии с матрицей L по известному из

i- й итерации вектору А. формируется вектор Аm ; б) в соответствии

с матрицами К(х) и К (У) по формулам (27) ВЫЧИСляются значения Bx m j,

B ymj (j = ~;); в) по магнитной характеристике (31) среды вычисляются

значения H xm j , H ymj (j = П); г) в соответствии с матрииами Q, К'», К(у)- -
по формуле (29) вычисляется BeKT0I:. <рm . ; д) векторы <рm. используются

для формированиявектора невязок ер. системы (7) следующим образом:

- -
i -й по порядку элемент <pmj (j = 1, 6)вектора ерm. суммируется с г-м эле--ментом вектора ер., где r - сетевой номер, соответствующий локальному

номеру mj; е) по формулам (32) с учетом магнитной характери стики (31)
вычисляются значения "'xxmj, "xymj, "'x ymj, "'ygmj ; ж) В соответствии с матри

цами Q, К(Х), К(у) по формуле (35) вычисляется матрица Фm; з) матрица

Фm используется для формирования матрицы Ф системы (7) следующим

образом : jk-й эле мент матрицы Фmjk и, k = 1:"""6) матрицы Фm суммирует 
ся с гs-м элементом матрицы Ф, где г и s - сетевые номера, соответст

в ующие локальным номерам mj и mk (операции по п. а) - з) выполня

ются последовательно для всех М конечных элементов);-2) система (7) решается относительно вектора A.H 1, принимаемого

в качестве исходного для выполнения последующей итерации.
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