
х ехр (- (1 6)

cl '+4).~
----!

Хn ! (х) е ЬЧ '

где

. I [ ( ) ']12 . (- 1)'- Х л, .
ии(Х, t ) = 22 ПЗ-i(I- 2х) + iЗ-1 [-2 I t Х

1112Ь 1

00

( С t) l: (- J)/- l . 4Л ~
Х ехр - -ь2 + ? 2

Ь-[

n= 2

00 cl'+4 A~
" (_I) i-I . 4 i.~ 1

U 2 i (х , [) = J I 2 Хn! (х) е Ь Ч'_ Ь [ 2

( 16а)

(166)

аЗ_ i 1 (cos 2),nт- cos 2),n ( 1 - Т)) + 2 ),n'( З-i siп 2),n (~ - 2 + i)
Хnl (х) = Лnl11 2 (2i.n cos 2лn - si п 2),n) + (ll a2 +- 12аl) (л n s i п 2t,n +- cos 2/.n - 1) [ .

Легко видеть , что ка к в классическом случае , так и в случа е ин 

тегральных ограничений непрерывная э авнс имостъ решения задачи от

и сх одных да нных оп ределяется значен и ем коэффициента с . В случае

cl 2 < - т. 2n 2 либо cl 2 < - ),~ для некоторого зна чен ия п Е N решен ие
указа н ных задач не будет неп рерывно зав и с и мым от исходных данных.

Кроме того , следует отметить специфическое влия ние некла ссическ и х гра 

н и чных условий (4). Как видно из (1 3) или (1 6), пр и некогором выборе

параметров т . и а, выполнено условие cl 2 < ),Т, что пр иводит к наруше
нию непрерывной зависимости решения задачи (1 )- (4) (либо (1), (2),
(4» от исходных да н ных , тогда как соответствующая классическа я за

дача является поставленной вполне корректно .
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Инженерная пр а ктика предъявляет п овышенный интерес к расч ету

температурных на пряжений и полей в упругих эл е мента х конструкц и й

при переменных коэффици ента х теплоотдач и. В р аботе [6] рас смотр ен ы

з ада чи тепл опро водн ости и термоупр угости дл я тонкост е н н ых эл е ме нто в

констр укций. Зада ч и тепло п роводности дл я масси вных тел при коэф -
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(41

1:) в ряд Фурье.

фициенте теплоотд ачи, з а в и сящем от пространствеиных координат, рас

смотр ены в р аботах [3 -5].
Настоящая статья посвящена решению нестационарной задачи

теплопроводнЬсти для массивного цилиндрического тела при перемен

ном коэффициенте теплоотдачи внешней поверхности.

Пусть цилиндрическое тело занимает область я, < r< R2, Iz I<Н,
0-<qJ<2л цилиндрической системы координат г, 'Р, г, ось z которой

сов п адает с осью симметрии рассматриваемого тела. Предположим,

что внутренняя и торцевые поверхности теплоизолированы, а по внешней

осуществляется теплообмен с внешней средой по з а кону Ньютона при

коэффициенте теплоотдачи Щ, зависящем от координаты 'Р . Задача

определения температурного поля в теле состо ит в решении уравнения

теплопроводности

при нулевом начальном и граничных условиях

дрО Ip=?o = О, д1е 11= ± О = О , [дре + Bi (9) О] I р=1 = {(rp, т. 'с). (2)

В соотношениях (1), (2) приняты следующие обозначения: О = Т/ТО 
f:е зразмерная температура; д, = д/дх; р = r/R 2; 1 = Z/R. 2; ро = R

r
/R.2'

0= н.я; Bi (rr) = G- tR2j),; {.(If, л- 1:) = Bi (rp) Те (q:>, т . -с)/То; Те = ТоР (rp:
l' 1:) - температура внешнеи среды.

Предположим, что функция {(If, l' 1:) - четная по l ' Искомое реше
Ние представим 13 виде ряда Фурье

О (р, 'р, т- 1:) = ~ OQ (р, <р, 1:) С05 "': 1 ,
Q=O

а затем применим интегральное преобразование Лагерра [1] по времен

ной переменной, определяемое соотношениями

N 00

gn = Sg (t) г"Ln ('t) а«, g ('t) = e (x-l)t l: gnLn (1:) (О < х -< 1). (3)
о n=О

Тогда из (1), (2) придем к задаче

n-l
-la ( д OQ) -2а20 Q ( 2 а '" QР ? Р рn+Р -рn- x+q)On= L.i О;,

,=0

дpO~ Ip=?o= о, [дрО% + Bi (Чi)8%] Ip=1 = {~('f'),

где {%(rp)-коэффициенты разложения функции {('f', l'
п о l' преобразованные по Лагерру .

Решение задачи (4) ищем в виде ряда Фурье по 9. В предположении

четногти функций Bi (9) и {~(q:» решение 0% - также четная функция <р,
следовательно , достаточно представить эти функции рядами по четным

гармоникам (;05 тер с коэффициентами Ьm, {%m, О%m. в силу тождеств а

ео 00

"" Ь \' fj QmL.i т cos rntp L.i п С 05 т<р =
m=О m=О

_ 1 ~ ~ (Ь Ql- 2 L.i Еm ,L.i mО;О + Со О;m + b1m_il + Ь m+ ;) ОП соь т»,
m=О /=0

где Еm = 1-1 /200m ; O;j - символ Кронекера: для определения функций

в~Т11 (р) из (4) придем к з адаче

n-l

p-!dp (pdp8%m) - (х + q2 +т2р-2) О%m = L; 8ут; (5)
;=0
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где

em j = 1/2 'm (bm~jO + boo jm+ Ь,m-; I+ bm+j ) .

Общее решение треугольной системы обыкновенных
ных уравнений (5) имеет вид [2]

(7)

дифференциаль-

(9)

п

6~m(p)=~ [C~~ITlmi("I.+q2, p)+D~~iTKmi(X+q2, р)], (8)
i=O

где

тI mn (~, р) = г;; 1(],I ~) ~*(;)(2V~ У I m-; ( / ~ ):
}=о

лк.; (7J, р) = к;' (y~)~ ;, (;)(2/J
j

Km-i (/(, ):
}=О

с~m И D~m - произвольные постоянные; 1т (х) и Кт (х) - модифициро
ванные цилиндрические функции. Подстановка общего решения (8) в гра

ничные условия (6) приводит к последовательности линейных алгебраи

чесних уравнений, представимой в виде

n-I
А (О)Хn = /n - ~ A(n-i)Хi,

i=O

где неиулевые компоненты матриц А(n) И векторов 'n, х,. определяются
соотношениями

a~~~, 2т = T/~n ('1. + q2, ро), aJ~, 2m+' = TK~,. ("1. + q2, ро).

aJ~;+l,2i =emiT1mi(X+q2, 1) +omiT/mi(x+q2, 1),
a~~+l. 2i+1 = emiTKmi ('1. + q2, 1) + omiTK~i ("1. + q2, 1).

/ (nl п: (n) с: (n) D qm ( . О)2m+l = n • Х2m = n, Х2m+l = n т. [ ::;;;. •
штрих означает производную по второму аргументу. Определив из по

следовательности линейных алгебраических систем (9) постоянные с;{т

и D;{m, приходим к искомому решению в виде ряда

со ео ее

6 (р, ~. т. т) = ~ l: ~ 6~m (р) cos ":1 cos Пl'fе(х-l)'Ln (-t), (10)
n=О m=О q=O

где О;{П! (р) определены соотношением (8) .
Из решения (10) заменой суммирования по q интегралом Фурье по

лучим решение для цилиндрического слоя бесконечной длины. Если тем

пература внешней по отношению к цилиндрическому слою среды не

зависит от координаты l' то из (10) приходим к решению двумерной
задачи теплопроводности. В этом случае в решении (10) достаточно поло-

жить e~m - О при а :» 1, а константы c~m И D~m определяются из системы
(9) при q = О. в случае сплошного цилиндра в соотношении (8) следует

положить D~m · О, а в системе (9) ненулевые компоненты матриц А(n)

и векторов ln. хn имеют вид

a~} = emiTlmi (х + q2, 1) + omiT/~i ('1. + q2, 1),

/
(n ) /qm (n) Cqm ( . О) (11)т = n • Хm = п т, [:> .

Отметим, что если функция Bi ('f') представляется конечной суммой

Фурье нз М слагаемы х, то вследствие (7) матрицы А(n) имеют ленточную

структуру с шириной ленты 2М - 1. Это позволяет эффективно решать

системы (9).
Рассмотрим частный случай бесконечного сплошного цилиндра с

КОэффициентом тепл оотдач}! Bi (-;;) = Bio (1 + ~cos~) при мгновенном
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0,5о-,t2'.

повышении температуры внешней среды до То, т. е. f ('f, у, 't) = Bi ('f) Н С;:) ..
Где Н Се) - функция Хевисайда. В этом случае матрицы А(n) - трехдиа
гональны с иенулевыми элементами (I1), где

elO = 3Bio~/2; еи = Bio; ее ;+1 = е;+2. ;+1 = Bio~/2 (i = О, 1, ...).
Поскольку температура внешней среды не зависит от координат, то
анализ температурного поля цилиндра для рассматрива емого частного

случая позволяет выяснить влияние н епостоянства коэффициента теп

лоотдачи на изменение температуры в персходном процессе.

Результаты вычислений представлены на рис. 1 и 2. На рис. 1 при

ведены графики изменения температуры во времени на внешней поверх

ности цилиндра (р= 1) и внутри его (при р=0,2) при трех значениях

8

Рис. 1. Рис. 2.

угла <р , а именно: <р=О - сплошные кривые, (j)=л/2 - штриховые,

ер = 11- штрихпунктирные. На рис. 2 приведены графики изменения

температурного поля в плоскости y=O(x=pcos <р, y=psin ер) в моменты

времени .=0,2; 0,5; 1; 2; 3 при фиксированном Bio= J и двух значениях

~, а именно: ~ = 0,8 - сплошные кривые, ~ = 0,5 - штриховые. Из при

ведеиных результатов следует, что, как и в осесимметричном случае,

скорость выхода температуры на стационарное значение возрастает

с ростом коэффициента теплоотдачи и зависит в рассматриваемом

случае от угла <р. В отличие от осесимметричной задачи в данном случае

минимум температуры в любой момент времени смещен по отношению

к оси цилиндр а и перемешается со временем . При больших ~ в пере

ходном процессе минимальная температура может достигаться на гра

нице. Расчеты показывают, что при ~~ 0,1 температурное поле в пере

ходном процессе отличается от поля I:J 'осесимметричном случае (~=O)
не более чем на 5 о/о.
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Рассмотрим изотропную неограничениую пластинкутолщины20 с пря

моугольным вырезом Iх, I -с а, (i = 1, 2). Через боковые поверхности

пластинки Хз = +0 и прямоугольную границу пластинки осуществляется

теплообмен с внешней средой в соответствии с законом Ньютона. Пред

положим, что температура среды, омывающей поверхности ХЗ=+6,
равна нулю, а темпер атура среды, омывающей прямоугольную границу

пл астинки, равна tc.

Тогда для оп ределе ния стационарного температурного поля в плас

тинке имеем такую граничную задачу [5]:

t:J.T - xZT = О, (1)
дТ
gx:-М (Хi±l) = ±hi(T-tс)М(х;±l) при Xi= ±ai, (2),

Т !(Хl' X,)_~ = О, ;;.\ = О (i = 1, 2), (3)
" (х !, Хе)-+ОО

д 2 д 2 а аХ(
где t:,. = - 2 + - 2 - оператор Лапласа; х2 = 1- 8; hi = т; л - коэффициент

дХ 1 дХ2

теплопроводности; а. И ах; - коэффициенты теплоотдачи с поверхностей

Х 3 = ± о и )Х; I< ai;1 Х;± 1 I = а; ± 1; М (Xi) = S+ (Х, + ai) - S_ (Х; - ai);

(4)

{
1, i = 2,

i ± 1 = 2, i = 1.1
1, С>О,

S± (С) = 0,5 + 0,5, С = О,

О, С < О;

для решения задачи (1) - (3) используем метод продолжения функ

ций 12]. для этого введем функцию

е = ТМ (Хl, Х2),

где М (Х1, Х2) = 1- М (Хl) м (Х2) '

Вычислим первую и вторую производные этой функции, учитывая

граничные условия (2) и симметрию задачи относительно осей координат:

~ ~ .
дх , = дх . М (Х1, Х2) - Т Iч=йi+ОМ (XI±1) [01"' (Xi + ai) - 0_ (Xi - ай],

, t

д2е д2т
- 2 = - 2 М (Хl, Х2) + hi (Т jx.=o;+o - t )М (Xi±1) [0+ (Х .. + ai) +
дх; дх; ". I С

+ 0_ (xi - а,.)] - Т Ix;=ai+oм (Xi ±l)(0'-t. (х; + ai ) - o~ (Х .. - а,.)]

(i = 1,2), (5)

• dS±Ю, d8 (~)
где [41 О ± (С)= dГ; о± (С) = ~~ .

Умножив каждый член уравнения (1) на функцию М (Х1, XZ) и учи

тывая равенства (4) и (5). для функции 8 (Х1. Х2) получим такое ур ан

Нt'ние с сиигулярными коэффициентами:
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