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О НЕПРЕРЫВНОй ЗАВИСИМОСТИ ОТ ИСХОДНЫХ ДАННЫХ

РЕШЕНИЯ ОДНОй НЕКЛАССИЧЕСКОй ЗАДАЧИ

ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

При решении з адач оптим ального упр авления нагревом тел часто

приходится отыскивать решения уравнения теплопроводности, которые

удовлетворяли бы некоторым н ачальным и неклассическим гр аничным

условиям. Примерами такого типа задач могут служить з адачи опти

мального по быстродействию управления нагревом тела при ограниче

ниях на среднюю температуру тела либо на температурные напря

жения [1]. Если при этом учесть конечную скорость рвспростраиения

тепла [6], то математическая постановка указанных з адач будет сле

дующей.

В области П = ( О < х < 1, t > О } найти классическое решение

уравнения

-2 + Ь2 + - t( tCQ И/I И, СИ - Ихх - х, ),
удовлетворяющее начальным

и (х, О) = О,

ш (х, О) = О

и граничным

(I}

(2)·

(3}

__ t _ _

'ТЕи (1 (i - 1), р) + а ! Sи (х, р) dx = h l (р),
О

I
1 .и (l (i - 1), t)+ Ui rи (х, t) dx = h i (t), i = J, 2, (4).

о

условиям. Если скорость распространения тепла ' CQ = со , вместо задачи.

(1)-(4) следует рассматривать задачу (1), (2), (4).
Пусть i8c- (х, t) - фундаментальное решение однородного уравнеНИ}l

а

(1), тогда, как известно [2], замена

I х

u=v+ sd'tr {gcq(x-~, t- 't)f(~, 't)d~
о о

приведет к решению задачи для однородного уравнения с теми же на

чальными и такого же вида граничными условиями. Поэтому без огра

ничения общности в (l) можем считать f (х, t) = О.

Вопросы существования и единственности решений такого вида

задач при условии достаточной ' гладкости функций h i и выполнении

естественных условий согласования начальных и граничных условий

в угловых точках (О, О) и (l, О) области П были рассмотрены соответ

ственно в работах [5] и [3]. В настоящей работе будет указан способ

аналитического построения решений этих задач и исследована непре

рывн ая их зависи м ость от исходных данных.

Применяя преобразование Лапласса по переменной к задаче (1)-
(4), получим

- d2~
k2u-- =0,

dx 2

где

ил», р) .. u (х, 1); hi (р) .' hj (/); k2 = с;2р 2 + Ь 2р + С.

_ 2 -

Отсюда на ходим и (х, р) = ~ hi (р) и, (х, р) ~-I (р),
{= 1

где

) _ ( J)I-Ir . chk(l-x)-chkx+ Shk(X-I(2-i))].
ш (х, р - - LUЗ-t k2 13.-1 il '
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-1 (( ? shkl I-chkl
А (р) = ; + (-ра! + 'р а2) k2 '

Выполнив обратное преобразование Лапласса, получим

2 t

и(х, t) = L Sи.ь, е) hi(t-'t)d't,
i=l О

-
где и, (х, р) 60-1 (р), и t (х, t). Поскольку щ (Х, р) 60-1 (р) - мероморфная

ФУНКЦИ Я , регулярная на бесконечности, то для нахождения и i можно

воспользоваться теоремой разложения (4]. Для этого найдем все корни

уравнения

А (р) = О, (5)

В случае Т2а, + jla2 = О (в частности, классическая задача) уравне

ние (5) примет вид k- I sh kl = О. Тогда

rде

00

и.ь; t)= L [q>;t(x, t)+ CjJ;;'i(x, t»),
fl= 1

(6)

[
;;.еРl ь 2с2 с V ]

CjJ~i (х, t) = res -;-, - т ± 2: ЬЧ2с; - 4 (еР + 7t
2n2

) ,

В остальных случаях , сдела в замену kl = 2ig, i = V -1, приходим к
~овокупности у равнен и й

[ГI tgg = О,

21'11'2+ 1(Т2аl + jla2) [ГI tgg = О,

первое из которых имеет корни

g: = ± пп, п с н,

а второе-

+ , . + , 2 3gl = ± Лlt, gn = ± Лn, n = , ,.",

при

(7)

(8)

(9)

(1О)

при

1 1112< <О;- 2" 1(11 а2 + 12al)

gl = О , g,f = ± )"" п = 2, 3, ...,

(10а)

'ил и

gn± = ± Лn , п = 1, 2, 3, "" (106)
в остальных случаях.

Величины Лn , п = 2, 3, .,., в (10), (Юа) и Лnt п Е N, в (106) суть

ПОЛОЖИ1ельные корни у равнен и я

19g = - 2jlj2l-1 (Т2аl + jla2)-lg,
а Л l в (10) - положительный корень уравнения

th g = - 2Tlj2l--' (Т2аl + Tla2)-lq.

3 а м е ч а н и е. Уравнение (8) не может иметь никаких корней, кроме

действительных . или чисто мнимых. Действительно, полагая g = х + iy,
умножив (8) на g и отделив действительную часть от мнимой, после

очевидных иреобразований получим

sin 2х sh 2у
-х-=-у-'

что невозможно при ху =1= О.

90



Функции U i (х, () в леречисленных случаях будут иметь вид

и.ь; t)=Uu(x, t) + Uu(x, t), (11)
где

00

U и (х , t ) = 2.: [<}! t ( х, t) + tjJ -;;-i (х, t )] ;
n =1

[

;;,ер/ ь 2с2 С 1
~~i (х, t ) = res Т, - т ± 2~ V Ь412е~ - 4 (е/ 2+ 41>2n2) ; (12)

функции U 2i В за вис имости от распределения корней имеют соответст

венно следующий вид:

И ,; (х, 1)~ гез [~':", - ь;,: +:,' v Ь'Рс; _ 4 (сl' - ).1) ] +

[ ;; .еР/ ь 2с2 с ]
+ res Т, - т- it V b412e~ - 4 (еР - лТ) +

00

+ 2.: (xtl (х, t) + г: (х, 1)), (1 3)
n= 2

[ ;;.еР/ ь2с2 с ]
ии (х, t) = res Т-, - т +2/ V b4/2e~- 4е/2 +

+ res [;;i~/, _ b2~; _ ~~ V b4/2e~- 4е/2] +
00

+ 1: (xt (x, ' ) + х;;{(х, ')), (1 3a)
n= 2

00

и« (х, ' ) = ~ (xt (х, () + X;i (х, !)), (1 3б)
n=!

где

[

;; ,е р / ь 2с2 С ]

'):~i (х, t) = res ~, - 2 q ± 7ft vb4[2e~ - 4 (с[2 + лТ ) .

в случае eq = 00 вместо формул (6), (12), (1 3). (1 3а), (1 36) для оп 

ределения U i служат формулы

(1 4)

(1 5)
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х ехр (- (1 6)

cl '+4).~
----!

Хn ! (х) е ЬЧ '

где

. I [ ( ) ']12 . (- 1)'- Х л, .
ии(Х, t ) = 22 аЗ-i(I- 2х) + iЗ-1 [-2 I t Х

1112Ь 1

00

( С t) l: (- J)/- l . 4Л ~
Х ехр - -ь2 + ? 2

Ь-[

n= 2

00 cl'+4 A~
" (_I) i-I . 4 i.~ 1

U 2 i (х , [) = J I 2 Хn! (х) е Ь Ч'_ Ь [ 2

( 16а)

(166)

аЗ_ i 1 ( cos 2),nт- cos 2),n ( 1 - Т)) + 2 ),n'( З-i siп 2),n (~ - 2 + i)
Хnl (х) = Лnl11 2 (2i.n cos 2лn - si п 2),n) + (ll a2 +- 12аl) (л n s i п 2t,n +- cos 2/.n - 1) [ .

Легко видеть , что ка к в классическом случае , так и в случа е ин 

тегральных ограничений непрерывная э авнс имостъ решения задачи от

и сх одных да нных оп ределяется значен и ем коэффициента с . В случае

cl 2 < - т. 2n 2 либо cl 2 < - ),~ для некоторого зна чен ия п Е N решен ие
указа н ных задач не будет неп рерывно зав и с и мым от исходных данных.

Кроме того , следует отметить специфическое влия ние некла ссическ и х гра 

н и чных условий (4). Как видно из (1 3) или (1 6), пр и некогором выборе

параметров т . и а, выполнено условие cl 2 < ),Т, что пр иводит к наруше
нию непрерывной зависимости решения задачи (1 )- (4) (либо (1), (2),
(4» от исходных да н ных , тогда как соответствующая классическа я за

дача является поставленной вполне корректно .
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Получено 25.04.84

Инженерная пр а ктика предъявляет п овышенный интерес к расч ету

температурных на пряжений и полей в упругих эл е мента х конструкц и й

при переменных коэффици ента х теплоотдач и. В р аботе [6] рас смотр ен ы

з ада чи тепл опро водн ости и термоупр угости дл я тонкост е н н ых эл е ме нто в

констр укций. Зада ч и тепло п роводности дл я масси вных тел при коэф -
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