
+ 4уз (Ьо (1 - Ь6) (- 3Ь6 + 51) + и4) ) ] ; Z l 2 = 1t (3 -13у);

Z22 = Ь, (3 - 1 3у ); Z32 = 6у6 [- 20ы1 (1 + 1 п л) + З0Ь2-

- !Ow2 (1 + 2Ь6) + l11tb6 -1- ~ 'Т; ] - v2 [60b\Ql -1- 20Ш2 (4-

- зьg) - 20Ь 2 -1- 3З1tЬ 6 + 921t ] -1- 15Ьl ( 16'10 [ '120 (Ql -1-

1 -7'1] 2)-1- In ),) + - 12- - 11 - 46'1- l З5 v .

Проведен чи сленн ый ан ализ р аскрытия вершины трещины дл я обо 

лочки , н а ходяще йс я под вн утренн им давлен ием . Пр и этом 6 определ я 

лось на внешней (Z=/l) , внутренней (г= -h) и срединно й пове р хности

оболочки . При рассматриваемой нагруз ке результаты мало отличаются.

На рис . 2 приведены гр афики изменен и я относител ьного ра скры т ия

11=б/d в за виси м ост и от /"0 и N* при г= О . Кривые 1- 3 (сплошные и

штриховые линии) соответствуют тем же пар а м етрам , что и на р ис . 1.
Раскр ытие 6, вычисленное с помощью пер вого и втор ого прибл иже ний,

имеет близкие значения только п ри малых ЛО и N*.
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Иссл едов ан ие нап ряженного состоян и я оболочечн ых конструкций с ис 

пользован ием теории оболочек пр иводит к зна ч ител ьно завышен ным

э н а ч ени я м на п р яжен ий вблиз и отвер сти й , в окрестност и зон соедин ен и я

оболочек и в други х областя х р езкого изменен и я гео м етрии [3, 8],
вследствие ч его в последнее врем я п оя вил ась тенденци я расчета оболо

чечных конструкции на основе уравнений трехмерной теории 1пругости

[1, 2, 4, 6]. Однако непоср едствен нсе пр и менев не трехмерных конеч ны х

элементов (КЭ) ДЛЯ расчета обол оч е к оказыв ается не всегда эффектив 

ным. Та к , пр и уменьше н и и толщины оболочки о бн а руживается резкое

замедлен ие сходи м ости решен и й из - з а бол ьших коэффициентов жестко 

сти дл я пе рсмещени й трехме рн ых КЭ по толщине оболоч ки [1, 6] . К то 

му же нал ичи-е тр ех степеней свободы в каждом узле при водит к

нсо п р авда нному возр а станию врем ен и решени я задачи .

В дан ной р аботе пр едло )кен а методика расчета оболочечн ых кон

струкци й на базе ур ав н ени й трехм е рно й теор ии у п ругости с и сп ол ьз о

в а н ие м в ОДНой расч етно й схе м е ка к тр ехмерных КЭ, та к и элементов,

полученных из трехм ерных путем учета частных допущений теории

оболочек.

Рассмотрим оболоч ечную конструкцию , з а н имающую область W
эвкл идова простр анств а ЕЗ , отнесен ного к декартовой систем е коорди-
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наг. Пусть конструкция, находяшаяся в условиях силового стационар

ного нагружения, состоит из п оболочек W(i ) переменной толщины н

различной геометрической конфигурации. Состояние равновесия со

ставной оболочки определим из условия минимума потенци альной

энергии упругой деформации [5]

П (и) = +S(AU)TDAudV - S uTgsdS (1)
W Sa

при удовлетворении заданных кинематических граничных условий

и k = ио, (2)

где S = Su UБ; - повер хность конструкции; А - линейный дифферен

циальный оператор геометрических соотношений теори и упругости; п

квадратная матрица упругих постоянных ; gs - вектор внешнего поверх

ностного нагружения; и - вектор перемешения.

Для минимизации функционала Лагранжа (1) в расчетной схеме

МКЭ воспользуемся элементами, построенными на ба зе уравнений

трехмерной теории упругости. В окрестностях зон соединения исполь

зуем трехмерный изопараметрический эл емент, а в остальной части

составной оболочки - су пер п а р а м етр ически й оболочечный элемент [1].
С этой целью выделим области соединения оболочек.

Пусть оболочка W(i) соединяется с т, оболочками Wi,i" по поверхностям

Si, ik, k = 1, т.. Обозначим

W~':k = ( х Е Е3 : Х Е (V (у, dk) n W(i)j, У Е з-», (3)
о т,

W(i) = W(i) '" U IWi.ik).
1<=1

Здесь

V (у, dk ) = (х Е Е 3 : 11 х - у 11 -< dkj.

В случае декартовой системы координат удобно ввести «кубическую

норму» [7]

11 х - у 11 = шах I х, - Yj1·
I <i < 3

В результате введенных обозначений конструкция представляется в виде

объединения окрестностей зон соединения Wd~k и областей, удаленных

от зон соединения, т. е.

W = iQ! {W(i):~ ! !W~'~k! }.

в соответствии с МКЭ произведем однослойную аппроксимацию каждой
о . .

из областей W(i), W~'/, i = ~, k = т;rni, объемными КЭ, образован-

ными в результате поперечного се чен и я плоскостями по толщине оболо

чен , используя нерегулярную сетку разбиения. Размеры КЭ возрастают

в направлении от зоны соединения по закону арифметической прогреесии .

Суперпараметрический оболочечный элемент, который используется
о

в областях W(i), i = ~, получен и з трехмерного изопараметрического
элемента путем введения статической гипотезы теории оболочек о ра

венстве нулю напряжений обжатия. Форма ТаКОГО элемента описывается

парами точек [ь и j H (рис. 1), заданными их декартовыми координатами.

Поле перемещеннй внутри элемента однозначно определяется тремя де

квртовыми компонентами узлового леремещения (щ, Vj, Wj) срединной

поверхности и двумя углами поворота (aj, ~j) узлового вектора V3; ОТ

Носительно двух взаимноортогональных, перпендикулярных к нему на

правлений согласно равенству (14.3) [1]:

1:] ~ Е н, 1~) + Е N,-, ~ 1,10,/. -о,,] \ ;;). (4)

~



- I (1) (2) (З»)Т (1) (2) (3»' т
где Vlj = \Vlj, VI J ои) , U2j = V2j, V2j, V2j . - векторы единичной

длины, задающие два ортогональных к VЗj направления; tj - толщина

оболочки в узловой точке; 'YJ - линейная координата по толщине обо

лочки; N j - координатная функция, равная единице в j-узле и нулю

в остальных.

После произведенной дискретизации полная потенциальная энергия

составной оболочки может быть представлена в виде суммы ее частей,

относяшихся к элементам П (и) = L П(е) (и). Применение принципа мини-
е

мума потенциальной энергии упруго й деформации позволяет получить

к анонические уравнения МКЭ в варианте метода перемещений

(5)кь = f,
где Ь - вектор неизвестны х узловы х перемеще

ний составной оболочки; К, f - ее общие матри 

ца жесткости и вектор сил соответственно, полу

чаемые п утем суммирования матриц и векторов

каждого КЭ. Алгоритмы полу чения основных

матри чных характеристик указанных элементов

fZ'l.)( изложены в работе [1]. При удовлетворении ки-
~ нем атич еским граничным условиям, которые . дол

жны исключать движение констру кции как жест-

Рис. кого целого, система линейных ал гебраи ческих

уравнений (5) имеет положительно определенную матрицу и является

однозначно разрешимой [6].
Следует з а метить , что при составлении канонических уравнений МКЭ

с исполь зованием различных тип ов КЭ узловые персмешения общих

граней для трехмерных и су п ер пара метр и чес к и х оболочечны х элемент ов

должны быть свя заны добавочными соотношениями. для осуществления

этой свя зи поступим следующим образом. Допустим IJ. m с W~ :k - изопа-
о

раметрический трехмерный , а IJ. c с W(i) - суперпараметрический обола-

чечный элементы, имеющие общую грань Sm.e. Пусть q, q - вектора
обобщенных узловых перемещений элементов IJ.m и IJ. e соответственно ,

компоненты которы х разделим на две части:

где q!, ql - персмешения узлов, находяшихся на общей грани Sm,e; q2,

q2 - перемещения остальных узлов рассматриваемых элементов. Или,

более подробно нз пр имере квадратичных элементов (рис. 2):

ql = ( ~ sl, 052, ••• , 0'8) Т, ql = (~p, 8q, ~/ .
Здесь

т --
Os! = (us/, о«. W st) , t = 1, 8;

.,. ( о)т .
Uj = llj , V j, W j . (1.7, l.J j , 1 = р, q, г.

Подставля я координаты st - узла в (4), получим выражение узловы х пере-

мещен и й Ost трехмерного элемента ~m через узловые персмещения 0i эле

мента IJ.e• К примеру, для узлв Osl:

I (1)
"2 t pv } p

I (2)
:2 t pV I р

1 (3)
2" tpVlp
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Образовав

получим

вектор персмещений qt. = (ql. qz)

(

RSJ о О н; .О
н; = 00 Rs2 О О О

О R5З О я;

и построив матрицу

я; О 00 ') .
о R57

О О R58

Рис. 2. Рис. 3.

где О, /- нулевая и единичная матрицы соответственно. Таким образом,

матрица жесткости и вектор сил трехмерного элемента ~m. соседствую-

щего с су пер па ра метр и ческ им элементом ~., принимает вид

к, = S QTBTо.во«. tt. = S QTGTgsdV,
Аm ~m

где В - матрица. полученная путем умножения дифференциального ОПЕ.

ратора А на матрицу функции формы G [6] трехмерного КЭ; П, - ма

трипа упругих постоянных материала оболочки W(i).

для апробации предложенной методики был рассмотрен расчет

сферического сосуда высокого давления с радиальным цилиндрическим

п атрубком, верхний край которого закрыт заглушкой. Осуществив

факторизацию конструкции (рис. 3):
u u

W = WtI) U W~:l u W~;l u W(2)
1 ry 2 1 КЭ

и используя в областях Wd;- И Wd: трехмерные изопараметрические , а
о о

в областях W(I), W( 2) - суперпараметрические оболочечные элементы се

рендипова семейства, был произведен вычислительный эксперимент, в

ходе которого были установлены характерис:ти ческие размеры d I И d 2

областей W ~:2 I! W~·.l и ограничения на размеры КЭ, необходимые для
достижения хорошей сходимости решений. Так, при использовании квад

ратичных элементов их длина [~ по отношению к толщине оболочки h
должна удовлетворять неравенству O,5h <: ll1 <: 12h. Кубические элементы

с достаточно хорошей точностью описывают напряженное состояние в

областях, удален ных от зон соединения при размерах до 20h. Однако

в окрестности зоны соединения их размеры по дл ине должны быть при

близ ительно такими же, как и квадратичных.

Результаты р асчетов ср авнивались с известными в литературе.

Решение МКЭ на основании предложенной методики при d t=2h c,

d2=2h s хорошо согласуется с аналитическим решением, полученным

13 работе [4], и экспериментальными данными работы [9]. В результате

в ы ч и сле н и й было установлено, что максимальными являются окружные
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напряжения, возникающие на внешней поверхности составной оболочки.

На рис. 4 приведены их графики, полученные при следующих значениях
исходных данных:

Rs=O,175 м, Rc=O,087 м, h5=O,03 м, hc=O.OI5 м.

Сплошная линия - аналитическое решение [41, штриховая - результаты

эксперимента [9], * - решение МКЭ на основан ии предложенной мето

дики, [ 5' [с - расстояния на внешней поверхности сферической и цилинд

рической оболочек соответственно в направлении от зоны соединения.

Следует заметить, что для улучшения сходимости решений, в соот

ветствии с [1], применялось понижение порядка численного интегриро-

J fJ/p вания по КЭ суперпараметрического

1'* типа. В окрестности зоны соедине-
А* '* ния, где использовались трехмерные

w ~'~ КЭ, вычисления проводились без;--4 6 \\ W2 понижения порядка интегрирования,
'If"- * ...4 \\ а в случае сильно искривленных КЭ

'" \~ для получения достаточно точных
.-* решений - даже с повышением точ

ности интегрирования .

Попутно было получено реше-

{~/Д( О,8 4.4 0.2 0.2 0.4 0.5 {~/Rs нне поставленной задачи с исполь-

зованием только трехмерных изопа-

Рис. 4. раметрических КЭ. Сравнительный

анализ результатов показ ал совпа

дение ЭТИХ решений с точностью до 4 °/0' Причем при расчете констр ук

ции на основании предложенной методики затраты машинного врем ени

были на 35 % меньшими, что особенно существенно при решении ОПТИ

мизационных з адач ; когда на каждом шаге игерационной процедуры

поиска оптимума необходимо определить напряженное состояние кон

струкции .
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