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ПРЕДЕЛЬНОЕ РАВНОВЕСИЕ ПОЛОГОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ

ОБОЛОЧКИ С ПРОДОЛЬНОЯ ТРЕЩИНОЙ

~ УЧЕТОМ ПЛАСТИЧЕСКИХ ДЕФОРМАЦИЯ

дЛЯ вязких матери а.чов пластич еские деформации, р азвивающиеся в ок

рестности трещин, могут занимать области зн ач ител ьных размеров,

соизм ер им ы е, например , с размерами трещин . В та ких случ аях для

определения полей напр я жений и смещени й необходимо решать упруго

пластич ескую з ада ч у . П оскол ьку рассмотрен ие у п руго - пл а сти ческ и х

задач дл я тел с трещинами в строгой классической постановке, когда

совместно реш аются две систе м ы уравнен ий - одна в упругой области,

а друг а я - в пластической,- при неизвестном контуре , р азделяющем

данные обл асти , встреч ает значительные трудности, з а служивают вни

мания упрощенные модели , согласующиеся с э кспериментал ьными дан

ными . для тонкостенных элементов констр у кций достаточ но эффективно

использование Оk-модели Леонова - Панасюка - Датдейла [1, 2, 4].
в настоящей работе н а основе ан алога Ok модел и исследуется

напряженно-деформированное состояние пологой цилиндричес кой обо

лочки из идеально го уп руго-пластического м атериала с продольной

сквозн ой трещиной длины 210. Ограничимся р а ссмотрен ием случая, ког

да на пр яжен н ое состояние оболочки симметрично отн осительно середи 

ны трещины Х =0. Возникающие в процессе н агружения обол очк и пла

сти ческие зоны впереди трещины замен им в соответствии с i3 k-моделью
линиями разрыва упругих смещений и углов п оворот а , на котор ых нор

мальное окруж ное усилие N и изгибающий момент М должны удовлет

ворять условию пластичности. Здесь в качестве тако го условия принято

условие Треска, которое дл я оболочки записывается в виде [6]
N 3М

'2hcr + 2h2J = 1, (1)
т т

,Где ат - предел текучести; 2h - толщина оболочки.

Таким обр азом, в рамках принятой модели на берега х новой трещи

ны длины 2/, увел и ченной по сравнен ию с ис ходн ой н а величину пл ас

-ти ческой зоны , должны удовлетворяться условия

{
- Ng, IXI <lo, -

N 2 (Х, О) = о
N-N 2 , 10 <IXI <:{, (2)

f- M~, IХ I< lo,
М2 (Х, О) = ) о

1М - М 2, lo <: IХ I <: {.

':Здес ь {-lo - длина пластической зоны; N, М - неизвестные усилие

и момент, действующие в пластической обл асти и стремящиеся зак рыть
о о -

трещину; N2, М2 - нормальное усилие и изгибаюший момент в оболочке

.без трещины.

Задача об определении напряженного состояния рассматриваемой

цилиндрической оболочки с трещино й длиной 21, на основ ании резуль

- татов работы [3), приведена к системе сингуляр ных интегральных у рав 

нений

(3)

где

ер 1 (о = +:~ [vЮ];
_ Rco d

ер2 «) = "Г Ж [ В 2 (О ] ;

_80

all = 1; аlЗ = аЗ1 = О; азз = 3 - 2v - v2
;



41t {-N~ ; Ixl < ь",
fl=-

Do N - N~; Ьо -< Iх1-< 1;

471: { - M~, I х! < Ь(),
12= D [)RcO о

М - М 2, Ьо -< Iх I -< 1;
2 h2 Х [о

СО = 2 ( ); Х = -[; Ьо = 'Т ; Do = 2Eh;3R 1 - '12

Е, ~ и R - соответственно модуль упругости, коэффициент Пуассона и ра

диус срединной поверхности оболочки ; K~i (х - ~) ~непрерывные функци и
для всего множества действительных значений х и ~ , Выражения для

х: приведены в работе (3]. Решение системы (2) должно удовлегворя-ь
условиям

I

S <fi (~) d~ = О U= 1. 3).
-1

(4)

Применяя к системе (3) формулу обращения и нтегр ала типа Коши, п о 

л учим с истему интегральных уравнений Фредгольма 11 рода:

1 { l 51 V~ r J о J }<f i (X) =- V- l _ х2 ~ ~ -x lfi- L S (j1m ( 't ) Кmi ( ~ - 't )d't d~
/1 -1 m=l . З - I

U=I, 3), (5)

Учитывая структур у ядер K~i (г), решение системы (5) будем строить в виде
ряда

ес ее

'fi (х) = L L '?imn (х) }.т Inn}, U= 1, 3),
m=О n=О

(6)

где

}. _ [V 3 (1 _ .,2)
- 2 YRh •

В случае , когда ~ = const, M~ = О, <fj (х) получены при т = 4, п = 2.
На основании решен ия (6) с использованием известных формул

[51 оп р едел яются коэффици енты интенсивно сти нормальных усилий

1( 1 И изгибающих моментов Кз в окрестности вершины трещины длиной

'2 l. Однако поскольку впереди реальной трещины существует пластиче

екая зона , то усилия и моменты в конце этой зо ны огр а ничены , а сле

довательно, коэффициенты интенсивности усилий и моментов должны

обращаться в нуль, т . е.

(8)

К\=О , Кз = О . (7)
Определив из уравнений (7) неизвестные усилие N и момент М,

действующие в пластической зоне, и подставив полученные выражения

в условие (1), получим нелинейное ур авнение относительно Ьо:

1tN*U2 I 9мзN*Uз I- - -+ =1
и, VЗ( I - .,2) U 1 '

где

'Y~
N* = - -' аз = аз з',

2h~ T '

И \ = 2о:Fзk 2 - 3азF2kз ; И 2 = 2r:Fз ·'г\ -- 3азF jkз ;

ИЗ = F 2k\ - F \k 2; И 4 = 3 [Шl (3 + 22b~) (1 _ ь~) З /2 +
+ 32Ь3 [п Ьо]; W I = arcsin Ь о; Ш2 = arccos ЬО ;
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F1 = 5]2пз + J60;:Пз/,2 + ),4F01;

F2 = - 1024GЗll) Z + 3201tGзл 2ы � + ),4Foz;

768азл 2

Fз = b1/z+ л4Fоз ;
1t

k 1 = 384азлZfz + л4 k J о; kz = 768аз'л'JfzЬ, + л4 k zо ;

kз = - 1536азwz - 1921tЛ Z V I Ь 1 + л4kзо ; Ь) = bz - Ш2;

bz = Ьо V 1 - Ь6; ql = 2ln 2 - lп л - С; qz = а, - In 2;

"о I - Т» "о 1 - 7" .
[1=Tql+-j-2-; 12=2(ql-I)+~; vo=·),,+I;

F01 = аз (477 + 501t z - 756ql) + 128/2 [ ~ (ql - ~) + I 127" J; ,.
Foz = 16[z [16[lb, - 2vo (4bz - З1Q'Z ) ] + 42аз r31t (61п 2-

- 7) - bz (281п 2 .,- 9 + 2Ь5 + 8bg [п 2) - 8Ь5 ШI (з + Ь5) -

~ЗW, (121n2- IЗ) ] + 1007tZазЬ, + ~ V4 [3ШI (з+ 24Ь5 +

+ 8Ь6) + 5bz (11 + ]оьб)] - ~ '1б [ВЬ5ШI (3 + b~) + зш, +
+ +bz (Ь5 (24 [п 2 + 26) - 60]п 2 + ]15)] + 3: VOb2(5-

- 2bg) (~o qz + I 12 7") + 6аз (- 28qz - 15) [bz (7 + 2Ь5) - 9Ш2];

Fоз = 48Ь 1 (5азll - 2Vlfz) + (13v - 3) [Ь2 (7 + 2bg) - 9Ш2] Qз;

k10 = 4& (7 - 6v - 5v2)fl - ]2аз (57t + 6) '10 + 6: 7tаз(9'1 + 1);

k zo = 2401tаЗЬ1f2- 481t'll[1b) + аз [bz (7 + 2Ьб)-

- 9WzJ [71t (9'1 + 1)- 16\1oJ; kJo = - 192vob l ( ~o (а , -

- Iп Zл) + 1 127\1] + 384blfz ["; (q, + In л) + I ~ 7... ]_

- ]92'1obzlz + 144'10Шzlz + 4 (vzqz +
JJ + 46" + 135"Z) [( Z) ] J+ 4 bz 7 + 2Ьо - 9wz + \1 2 16шz (7 - 6 1п 2) + Ш , [3 +

+ 8Ь5 (3+ ь5)] + bz [28]п 2 - 9 + 2Ьб (1 + 4 In 2)J\ +

+ 2'1 0 {- '10 [12Ьо (2ЬОШl + З VJ - Ь5) + Ш1 (3 + 8Ьб) + +(Ь5 (26 +

+ 24 In 2) + 7 - 60 In 2) bzJ + 8bz (5 - 2bg) ( ~ qz+ I ~27" )} +

+ i - э [- 5bz (г: + 10Ь5) - Эш 1 (з + 24Ьб + ВЬб)] - 9б7t'llЬ1;

'11 = 5'1 z + 2'1 + 1; vz = 3 + 14у + 63'12; С = 0,57721;

'13= ]3'12-6'1+ 1; '1~=-IЗ"Z-106'1+ 191.

Решение уравнен и я (В) строилось численно при следующих эначениях

параметров оболочки: 10 = 7 мм, '1 = О,з. На рис. 1. приведсны графики из

менения ЬО в зависимости от N* и 1..0 (1..0 = льо). Кривые 1-.) соответст

вуют п араметру Ао = 0,2; 0,5; 0,6. При этом сплошные линии соответст

вуют второму приближению (n = 2, т = 4), а штриховые - первому (n =
= 1, т = 2). Как видно из графиков, при малых значениях 1.0 и N*
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разница между Ь«; найденными с помощью первого и второго прибли

жений, не превышает 1 %. С увел ичением 1'0 и N* эта разн ица р астет

и в случае 1'0 = 0,6, N* = 0,5 превышает 50 %. Раскрытие трещины опре

деляется через скачки персмещени й и у глов поворота по форм уле

о (х) = 2([v (х) ] -+ 2 [62 (xНj . (9)

Проинтегриров ав решение системы интегральных уравнен и й (5) и под

ставив полученные выражен ия в (9), при х = ЬО получим .

0= d~~ {V l - Ьб(4 -+~)-+ 2~! [u2 (I 6A I- 5л27t ы � V1- bg)-+

~ 4U л 2А ] -+~-+ VЗ(I- v
2
) [_1 {л2 V1 - Ь2 {6f _ (2-+ ь2))_

3 2 5760аз h г Заз О I '/0 . О

2

0,4 0,6 If,/гм,

Рис. 2.

~/d

О,"
2

и,6

I
1

o.~

О

О 0.2 0.4 No/2МJ,

Р ис. 1.

где

IO(Jr V--2
d = -у; А 1 = ЬО ln ЬО -+ W2 1- Ьо;

А 2 = Vl- Ьб [6b111-'1 0(3b2- W2 (2 -+ ьЩ ] -+ 2bo'l0(1 

- b~ -+ 2Ьб Jn Ьо) ; U = 3 V 1 - Ьб [15Ро\ -+ 4 (1 - Ьб) 21] +
+ ~ 1 { 90пV 1 - ЬН ,1:'03 + 4 (I - Ь6) Z3] u3-

- U 2l3V 1 - Ь6 (1 5РО 2 -+ 4 (1 - Ь6) Z2) -+ 8'1 4(- Ьо (1 - Ьб) (51 -
- 3Ьб) - U4) ]1; Z I = - 45аз [- 28 (1 п 2 - С) - 15] -+

+ 4 20аз (3 ln 2 - 4) - 63аз (3 -+ 2 Ь6 -+ 20 Iп 2) -+ 80'1011

- 2y~ (1 3 -+ 2Ьб) ; Z2 = - 90аз [- 28 (1 п 2 - С) - 15]Ь1-+

-+ 2 1 7tаз (89 -+ 6b~ - 60 lп 2) + 840аз [Wl (31n 2 - 4) -+

-+ Ь2 (3 lп 2 - 1) -+ 3ЬБW ! - 3 1 п лы l + 160,/ObJf l]-+

~4'16[10(Ь2-+w2(I-2ьg)) -+; (22ьg-+з)];

Zз::;= - ь ; [7аз (9'1 + 1) -+ 4'10'11]; w = ]5 Vl- Ьб [k10 +
-+ 2аз (I - Ьб) Z12] -+ ~l [- 15 VI - Ьб (k20-+47tаз(l-

- Ьб) Z22) и. -+ ЗазUз {V1- b~ [1 5kзо -+ 4(1- Ьб) ZЗ2] +
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+ 4уз (Ьо (1 - Ь6) (- 3Ь6 + 51) + и4) ) ] ; Z l 2 = 1t (3 -13у);

Z22 = Ь, (3 - 1 3у ); Z32 = 6у6 [- 20ы1 (1 + 1 п л) + З0Ь2-

- !Ow2 (1 + 2Ь6) + l11tb6 -1- ~ 'Т; ] - v2 [60b\Ql -1- 20Ш2 (4-

- зьg) - 20Ь 2 -1- 3З1tЬ 6 + 921t ] -1- 15Ьl ( 16'10 [ '120 (Ql -1-

1 -7'1] 2)-1- In ),) + - 12- - 11 - 46'1- l З5 v .

Проведен чи сленн ый ан ализ р аскрытия вершины трещины дл я обо 

лочки , н а ходяще йс я под вн утренн им давлен ием . Пр и этом 6 определ я 

лось на внешней (Z=/l) , внутренней (г= -h) и срединно й пове р хности

оболочки . При рассматриваемой нагруз ке результаты мало отличаются.

На рис . 2 приведены гр афики изменен и я относител ьного ра скры т ия

11=б/d в за виси м ост и от /"0 и N* при г= О . Кривые 1- 3 (сплошные и

штриховые линии) соответствуют тем же пар а м етрам , что и на р ис . 1.
Раскр ытие 6, вычисленное с помощью пер вого и втор ого прибл иже ний,

имеет близкие значения только п ри малых ЛО и N*.
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МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Получено 16.11.83

Иссл едов ан ие нап ряженного состоян и я оболочечн ых конструкций с ис 

пользован ием теории оболочек пр иводит к зна ч ител ьно завышен ным

э н а ч ени я м на п р яжен ий вблиз и отвер сти й , в окрестност и зон соедин ен и я

оболочек и в други х областя х р езкого изменен и я гео м етрии [3, 8],
вследствие ч его в последнее врем я п оя вил ась тенденци я расчета оболо

чечных конструкции на основе уравнений трехмерной теории 1пругости

[1, 2, 4, 6]. Однако непоср едствен нсе пр и менев не трехмерных конеч ны х

элементов (КЭ) ДЛЯ расчета обол оч е к оказыв ается не всегда эффектив 

ным. Та к , пр и уменьше н и и толщины оболочки о бн а руживается резкое

замедлен ие сходи м ости решен и й из - з а бол ьших коэффициентов жестко 

сти дл я пе рсмещени й трехме рн ых КЭ по толщине оболоч ки [1, 6] . К то 

му же нал ичи-е тр ех степеней свободы в каждом узле при водит к

нсо п р авда нному возр а станию врем ен и решени я задачи .

В дан ной р аботе пр едло )кен а методика расчета оболочечн ых кон

струкци й на базе ур ав н ени й трехм е рно й теор ии у п ругости с и сп ол ьз о

в а н ие м в ОДНой расч етно й схе м е ка к тр ехмерных КЭ, та к и элементов,

полученных из трехм ерных путем учета частных допущений теории

оболочек.

Рассмотрим оболоч ечную конструкцию , з а н имающую область W
эвкл идова простр анств а ЕЗ , отнесен ного к декартовой систем е коорди-
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