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КВАЗИОПТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ОГРАНИЧЕННЫХ

ВОЛНОВЫХ ПУЧКОВ В ТВЕРДОМ

нвпииввио-эпеэтом ТЕЛЕ

в ра мках теории «эффектов второ го порядка» вектор упругого переме­

.щения ц представляется 13 виде : u=v +w, где v и w удовлетворяют соот­

ветственно однородиому и неоднородному уравнен иям Ламе:

\} .т (у) - Р оУ" = О,

\}· T (w) - pow" =pof, (1)

причем

f = -1 \}. т I (У),
Ро

Т 1 (у) = - \} у . Т (у) - ТО (У),

ТО (У) = 1 {л [(J)2 ++II (e2)J- (т - ; ) [& 2-/1 (82)] + [&2} + (2)

+ne2 + (2m-n)е&+fJ. \}V Т • \} v ,

1 1
{} = /18, (J) = 2"\} х У,8 =2'(\}у + \} у Т) .

В формулах (1) , (2) Ро - плотность материал а; Т - линейный ген

. зор напряжений Коши н ад v и л и w; 1)-линейны й инвариант тен зор а ;

Л, !-t - постоянные Ламе втор ого рода ; {, т, n - посто я нные м'урн аган а

12J: I - еди н и ч ный аффинор. Переменные выбраны в отсчетной (ла г­

ранжевой) конфигур ации . Точка м и обозн ачены производные по времени

i , с имвол ( Т ) отве ч а ет операци и тр а нспонирова ния тензо р а .

Пр едставим первичные высокочастотны е вол ны в виде бигармони­

ч еских сигналов:

v(x, () =} ~ lА з · F~(х)е-i"' ~'А +к. С.,
. A=L .T
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Х = (XI. Х2,

1 • . t ХЗ
Т о = ' а' о , СА = --,

СА

• 2 Л + 2:, 2 !'-
.Аз) . CL = ---о СТ = -.

?о Ро

(3)

Здесь и далее к. е. - комплексно-сопряжен ное слагаемое; (1) 1, Ш2 - несу ­

щие частоты . Явный вид комплексны х а мплитуд п.. P~ o («, ~ = 1. 2)
определяется путем решения задачи формирования остронаправленных

вол новых пучков в линейном приближении . Предполагается также, что

лагранжевы координаты XJ, .\:2. ХЗ до деформации совпадают с дек арто­

выми 11 плоскость излучателя первичных волн совмещена с ПЛО ,КОСТЫО

ХЗ = О .
« Массовая сила» f уравнения движения упругой среды на основа­

нии формулы (3) представится в виде

f = L, l А З , f A e-
i2 'А + К. С. ,

A=L.T (4)
3 1

Q = I и)1 - (1) 2\. '1.\ = 2 (л + 2:-,,) -+ 2т + 1, '1. 2 = 2 (л + 211- + т) ,

о г - i2Х3 (-..2... _ -.!... ) ]1_W1W2l ')(1 \ О ' . '1'2 I 2 . ч. СТ
fLЗ = - -2- -з Fс э (х) F'Lз (х) +-з FТ о (х) F Та (х) е ,

РО С ь СТ

[л:« = - 2р i;2c {(+- +) (I) ~Flз (х) P~'o (х) х
о L Т L Т

i<Ol"3 ( :1. - c~ ) [ ( W I Ш , ) I 2
Х е + (l)IUJ 2 - - - " РО (х) Р/О (х) х

СL. СТ

Х еi U> IХ З ( :!. - C~) + (:; _ :,:) Р!Га (х) FI; (х) еiОО 2Х З ( с~ - :J]}, а. = 1, 2.

Воспользовавшись методом квазиоптичеекого приближения [1], второе

из уравнений ( 1) можно привести к виду

2: СА I А з • ('7: - -l- дх ,д'А') W = У, (5)
A=L.J А)

где '7: - поперечный лапласиан, Если использовать комплексное пред­

ста влен и е

W (х, t) = ~ Iw1.3 (х) е- i2'ч з + [W~ ~ (х) + Wтв (х) e- i2' Т ] i i3 1 + к. с ., (6)

то . разделяя уравнение (5) покомпонентно, применяя фурье-преобразования

по С А и решая неоднородные уравнения диффузии для полупростр анства

Хз :>- О при нулевых граничных условиях на хз = О, ПОЛУЧИМ следующий

результат:

где

ct l 2 ct l 2
w,_з (х) = Y.I<! зз (х) + 'I. 2<! а а (х),

о ct l1
W ТiЗ (х) = 2Y.z<! З ~ (Х), Р = 1. 2,

WT (3 (x ) = 2'1.2 [ '{}~~ (x) + '{}Jj' (X)j, р = 1,2,

ХЯ ,

12 iQw 1(O z S dХз S! , 2., [iQIE-Е/Р J '
5'зз(х) =-4-5-. --о FLз(х)FLз(х)ехр 2 ( ') dS;

1tCL Po хз - ХЗ С!. .ХЗ - ХЗ

U

(7)

(8)

(9)

(10)



х

х
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х SF}.a (х') F}*a (х') ехр [ iQ ~ е - Е' ,12] ds';
2cL хз - хз)

g/1Ь(х)=- iw~ (_J_ -__I_)~'/")TX; ( C~ -c~ ) dx;
4~C ,.3 о С Т CL ·,

,~ L· Т, О ' О хз - Х3

Х S Flз (x')F~\ (x')ds';
. х, . ,( 1 I ) •

et12 1(01°)2 (OJ 1 (02)5 ' ''''Х3 с-с dxз
<130 (х) = - - - е L т

е 4 3 С С1tCLCT PO L Т О ХЗ-Х3

I , 2* , [iQl~_e'12],
х SFLЗ (х ) F T~ (х ) ехр _ _ ' ) ds;

2,т{хз-- х;]

ffJ5* (х) = (;}i~; 1<= 21*; х = {s = (Х l, Х2), хз } Е R+.
Здесь и выш е з вездоч кой отмечены комплексно сопряженные величины .

Из формул (6)- (10) следует, что при возбуждении первичных

чисто продольны х или чисто поперечных высокочастотных пучков обра­

зуется один пучок продольных нелинейных волн на низкой частоте Q.
Генерация низкочастотных пучков сдвиговых волн описывается парабо­

лическим уравнением в том случае, если распределение волнового

поля персмещения на излучателе первичных волн неоднородно, т. е.

наряду с продольными компонентами присутствуют также поперечные

и наоборот. При этом в упругой среде, кроме периодическогово времени

поля поперечных перемещений,возникают статические перемещения (8),
наличие которых, вероятно, существенно лишь при исследованин

ближнего поля.

Особенностью формирования- нелинейных волновых пучков в упру­

гой твердой среде, не имеющей аналогии для случ ая жидкой среды ,

является то, что возбуждение пучков линейных монохроматических

высокочастотных продольно-поперечных волн с близкими частотами

Ыl и Ю2

v (х, t) = +[РLз (х) «': l'Liз + F}~ (х) e-i"'2'Тi~] + к. С.

приводит К результату

W L3 (х) = О, W~~ (х) = О, W T ~ (х) = 2'/..2;}Н (х),

Следует также отметить, что образование низкочастотных волн на­

качкой чисто продольного типа соответствует условиям параметрическо­

го излучения з ву ка в жидкой (га зообразной) среде [3]. Сдвиговые

свойства упругого твердого материала усложняют формирование не­

которых компонентов остронаправленных волн разностной частоты, что

следует из рассмотрения функций ;;~; и ;}~~, ;}~~, ;;~5*'
Анализ входящих в эти функции интегралов (10) в общем случае

возможен лишь численными методами при конкретно заданных харак­

теристиках первичных пучков. для гауссовых пучков удается получить

некоторые результаты и в явном виде.
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