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ОППfМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ УПРУГИМ МАНИПУЛЯТОРОМ

С ОГРАНИЧЕННЫМИПО НОРМЕ УСКОРЕНИЯМИ

Снижение затр ат времени на выполнение транспортных операций, огра

ниченность динамических перегрузок и

гашение колебаний, возн и кающих в у п 

ругих звеньях манипуляторов, является

эффективным способом повышения п ро

и зводительности роботов 11 качества их
систе м упр авления . В настояще й р а боте,

явля ющейся продолжением и развит ием

[5, 6], исследуется задач а управления о

приведении м анипулятора из начального

фазового состояния в конечное за мини

мальное вр емя. При этом в отл ич ие от

[1-3, 5, 6, 8, 9], помимо гашен и я упру

ги х колебаний стрелы манипулятора, т р е

буется ограниченность по норме ускоре

ний транспортных движений системы.

С помощью метода моментов [71 пост

роен алгоритм решения поставленной з адач и управления с гашением

произвольного числа мод упругих колебаний манипулятора.

1. Кинем атическая схема рассм атриваемой механической системы

представлена на рис . 1. Манипулятор состоит из абсолютно твердого

цилиндра 1 массы т, и жестко связанного с ним тон кого нер астяжимого

упругого стержня 2 длины 1 и массы т2 (стрела м анипулятора). На

правом конце стержня - твердое тел о 3 массы тз, ли нейными размер а

ми которого будем пренебрегать. Под дей ств ием уп равл я ющего момен

та М манипулятор вращается вокруг оси O,Z" а под действ ием силы

р - п еремешается вдоль этой же оси инерциального пр остранства

OjX1Y,Z,.
Движение рассматриваемой механической системы определяется

решением следующих уравнений с граничными и н ачальными условия

ми [6]:
1

(/1 +тзh 2) ср " +тзhvj' +~pS[v" +(a+ x) <p"] (a+ x)dx =M, (I)
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1

т (zj' + g) + тзwj' + S pSw" dx = F,
о

(Elzv")" + pSv" - [pSv + (Ьи')'] <р '2 = - pS(а + х) 'У '"

(ЕIуш~)" + pSw" - (Ьш')'<р'2 = - pS (zj' + g),

v (О, ') = и' (О , ') '= w (О, ') = ш' (О, ') = О ,

и~ = О, (Elzv;)' = тз [и;' +h<p " + (hv'l -и,) <р' 2],

rQ)~ = 1), (ЕI цш~) ' = тз (z;' + ш;' + h?'2W' 1 + g),

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)



(1 О)

(1 З)

(12)

Ч' (О) = Ч'о, ср' (О) = ep~,и (х, О) = 1, (х), и' (х, О) = gl (х), (8)

г! (О) = го, г; (О) = го, W (х, О) = /2 (х),

ш' (х, О) = g2 (х) (fk (О) = {~ (О) = О, k = 1, 2). (9)

В формулах (1) - (9) приняты обозначения: 'f - угол поворота манипуля

тора относительно оси O,Z 1; г1 - высота подъема; v (х, 1), W(х, 1) - тан

генииальные и аксиальные (вдоль оси О IZ1) упругие отклонен и я в момент'

времени 1 произвольной точки стержня 2, отстояцей на расстоянии хот'

точки 02 В недеформированном состоянии стержня; / I - момент инерции

тела f относительно оси 01ZI; р (х) - объемная плотность; Е - модуль

Юнга; S (х), 11} (х), f , (х) - площадь и осевые моменты инерции попереч

ного сечения стержня ; g - ускорение с илы тяжести:

а = 002; h = а + {; Шl = W(l, 1); и! = V(1, 1); т = т, +тг + тз;
1

Ь = тз!1 + S (а + ~) р (~)S (~)d~ .
х

Точкой обозначено дифференцирование по времени 1, а штрихом

по координате х.

Управления М и F будем считать допустимыми, если соответствую 

щие им функции ?" (1), zi' (/) интегрируемы по модулю со степенью q
на отрезке 0 -<1 -< Т, т. е. принадлежат функциональному пространству

Lq [О, Т] (1 -< q < = , О -< Т < со ) . .
Сформулируем следующие задачи.

3 а д а ч а 1. Определить допустимые управления М и Р, перемешаю

щие систему за заданное время Т в силу уравнений (1) - (4) и гран ич

ных условий (5)- (7) из начального состояния (8), (9) в конечное с га

шением упругих отклонений стрелы для всех О -< х -< {:
9 (т) = е.рт, 'Р' (Т) = О, V (х, Т) = и' (.<, т) == О,

г1 (т) = гт, zi (Т) = О, W(х, Т) = W (х, Т) = О.

При этом искомые управления должны обеспечивать минимальное зна че 

ние нормы ускорений, т. е. выполнение условий

(J1 9"(/)jQdl)l/q-+miП, (]IZl·(/)IQdt)!/Q-+miП. (JI)

3 а д а ч а 2. Определить допустимые управления М и F, перемешаю

щие с и стему за минимальное время Т ", в силу соотношений (1) - (7) из'

состояния (8), (9) в (1 О) с ограниченными по норме ускорениями тран с

портных движений, т. е. при соблюдении условий

(J1'P"(t)/Qdty/Q « и., (JIZ;' (t)/QdtY/Q -< /~2 1 ,

где 0< L'I; L 2 ! < СО .
2. Будем исследовать задачи управления движением упругого мани

ПУЛ51Тора обратным способом [1, 4, 6]. Сначала определим функции у.

'Р ' , 'Р '" ZI, г \ , Zi", удовлетворяющие услов и я м (8)-(12). Далее из у рав

нений (1), (2) вычислим искомые управляющие воздействия М и F с учетом

упругих колебаний стержня.

В случае, когда о, S = const и угловая скорость манипулятора мала

по ср авнен ию с низшими частотами системы, упругие отклонения стрелы

определяются из соотношений [6]
00 Г в

Q (х, t) = Qo (х) + l: Х; (х) ; А " сов knl + --;sin knt-
n=1 L n

с ' J- -; sр (О sin k n (t - ~) d~ ,
n U '

Qo (х) = ~x2 [(х - 3/)/6':1 + (4Lx - х2 - 6L2)/24a51.
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Здесь kn, ХП (х) - собственные частоты и собственные функции сис
темы; А п , Вп , СП - коэффициенты разложения функций Ф (х) - Qo (Х),

G (х), С (х) в ряды по ХП (х). При этом, если принять С (х) = 1, Ф (Х) =
= [2 (Х), G (х) = g2 (х), Р (t) = zj' {{), а6 = Е/ y/pS, ~ = Е/у/тз, ~ = g, то со
отношения (13) определяют аксиальные отклонения W (х, t) = Q(х, t).
В2 случае, когда С (х) = а + х, Ф (х) = [1 (х), G (х) = gl (Х), Р (t) = <fJ" ((),

ао = Е/ z/pS, а. = Е/ 2/mз , ~ = О, по формулам (13) можно найти танген

циальные отклонения упругого манипулятора.

Потребуем, чтобы для упругих отклонений выполнялись условия

гашения (10). Тогда с учетом (13) получим

т т

SР (t) R2n-1 (t) dt = f2n-l, Sр (t) R2" (/) dl = Г2", (14)
О о

R2n-l = cos knt, Г2п-I = [knQ"R2n (Т) + Bnl!C",

R2n = siп kn (/), '2п = - kn lQ"R211-1 (Т) + А"]/С,,,

I

Qn = mзХ" (1) Qo (1) + pS SQo (х) Х" (х) dx, п = 1, 2, ...
о

имеем еще два мо-

т

S tp (t) dt = Т», -Р.'
о •

Из условий (8) - (10) на искомую функцию р (/)
иентных соотношения:

т

Sр (t) dt = Р~ ,
о

(15)

(J 8)

где

p~ = - го ; Р. =~ гт - Zo - Тго при р (t) - гГ (t) и p~ = - ера ;
Р. =срт-сро-Тсро при p(t)-r.p··(t).

Условия (11), (12) Б данном случае примут вид

и IР (/) 111 dtY/11 -+ miп, (16)

(J Ip(t) IQdtY /11 «; L, L = (L 1I , L 21} . (17)

Таким образом, сформулированные в п. 1 задачи управления упру

гим манипулятором сведены к бесконечномерной проблеме моментов, со

стоящей в нахождении функции р (t) Е L q [О, Т], удовлетворяющей соот

ношениям (14), (15) и одному из условий (16), (17).
Отметим, что в [6] решение соответствующей проблемы моментов

в задаче управления движением упругого манипулятора осуществлялось

прямыми методами, а в [2] строилось разложениями по степеням мало

го параметра.

Пусть требуется погаснть произвольную совокупность N форм коле

баинй упругого манипулятора. Для этого необходимо в (14) принять

Il= l:fj J[ рассмотреть 2N+2'MepHylO проблему моментов (14), (15).
lЧОЖНО убедиться, что решение проблемы моментов (14)-(16) сущест

вует, единственно и имеет вид [7]

/

2N+ 2 111'-1 2N+2

Р (t, Т) = ),q' (Т) n~l «,я, (1) sign n~1 ~nRn (t),

при условии
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•.. , ~2N+2 определяются соотношениями

(
Т \ 2N+2 \11' )1/

Q
'

А ~Т) = min S ~ ~nRn (1) dt
~"""~2N+2 о п-l

2N+2

}.: ~"гn=1,
п=!

(19)

(20)



Здесь q' > 1 и выбирается IIЗ соотн ошения I /q + I /q' = 1; R 2N+' --,--.

= 1; R 2!V+2 = (; TZN+I = p~; T2N-t- 2 = ТР: - Р.' При этом минимальное

зна чение нормы 11 Р (t) 11 р авно '" (7) .
Решение оптимальной по быстродействию 2N + 2-мерной /J-проблемы

моментов (14), (15), (17) оп редел яетс я формулами (18) - (20), где Т = Т.'

а время бы стродействи я Т. я вл я етс я наименьшим положительным кор 

нем неравенства

ЧТ,) -< L. (21)

Зная функцию Р (t) 11 вычи слив упругие отклонения по формулам

(1 3), можем определить в с илу уравнений (1), (2) искомые управления

М и Р.

3. В качестве примера рассмотрим сл учай N = 1. Положим q = q' =
= 2, что соответствует , в частности, системе с ограниченной энергией

устройства управления по]. Тогда функция Р (t). необходимая для полу

чения решения задачи 1, в силу (18) - (20) имеет вид

Р и) =).,2 (т) ( ~I cos k ,t -+- ~2 sin k1t -+- ~ з + ;4!). (22)

где

~i = t:.i/ t:. . ~4=(I-~IГI- ~2ГZ- ~ЗГЗ)/Г4, i = 1,2,3;

)., (Т) = li (~1 cos k lt + ~2 sin k1t + ~3 + ~4t)2 dtг
Здесь t:. = det (aim); t:. i - определитель квадратной матрицы, полу

чаемой заменой т-го столбца матрицы (aim) величинами bl, Ь2 • Ьз. Эле

менты Gi,r" Ьm определяются формулами

т sin 2k ,T sin 2 k ,T sin klT
а !, = -2 + 4k

j
,al Z = 2k, ,аlЗ = -k-,-'

aZI = a12, a Z2 =- Т - a'l. а 2З = (1 - cos k1T)/k l , (23)

аЗl = а\ з, аЗ 2 = аzз. аЗJ = Т. ЬЗ = T 2/2l':,

Та I з 023
Ь, = ---- - - Ь2 = (a13 - Tcos k,T)/7':k j •

" "k l' I

для получения функции Р (t). даюшей решение задачи оптимального

по быстродействию управления, необходимо в формулах (22), (23) при

нять Т = Т*, где Т* -':lзнменьший положительный корень неравенств а (21).
Эффективность ПОСТРОС>ННЫ Х алгоритмов подтвердили расчеты на ЭВМ

оптимального по быстр одействию управления вращательным и движениями

упругого манипулягора . Параметры объекта были следующими : т, =
= 5 кг, т- = 0,684 кг, т-; = 3 кг, 1= 1 м, Е = 2,1 .10'1 Н/м2 , Р =
= 7850 кг/м", Внешний и вн утренний диаметры кольцевого сечен ия стерж

ня 2 выбирались равными 0,02 м и 0,017 м. Ограничение н а норму

ускорений (см. (17») пол агалось равным /J = 9 с-3 / 2 . Начальное и конеч

ное состояния системы оп ределял ись соотношени ям и '1'0 = 90 = <р Т = О,

1fT = 7':, {, (х) = gl (х) = v (x. Т) = v' (х, Т) == О .

Как показали числовы е расчеты, для данног о пример а время опти

мального быстродействия Т * = 1,146 с. На рис. 2 представлены характе

р истики опти мально го по быстродействию вращательного движения у п 

р у г ого манип ул ятора, рассчитанные по формулам, получаемым поочеред

ным интегриров анием функции р (t) \у = у (t)-крив а я 1, 9 = (р' (t) -2) . КаК
видно , для найденного режима управлени я характерно отсутствие неже

лательных возвратных движений манип ул ятора. Гр афики тан генци альных

отклонений груза и их с коросте й изображены на рис. з (и (1, 1) - кри 

вая J, о (/, [) - 2). Упр угие колебания груза н изкочастотны с частотой

порядк а 6 Гц. В момент 1 = Т* выполнены усл о ви я г ашеиия Максималь

ное отклонение гр уза от равновесн ого состо я ния - 0,031 м. Управля

ющее воздействие, решающее з ада чу о пт нм ач ьпого по быстродействию
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управления вращением упругого манипулятора с гашением первой моды

относительных отклонений и ограниченным по норме угловым ускоре

нием, представлено на рис. 4 (М=М (t)). Оптимальное управление

осциллирующая функция с одной точкой переключения t = Т * /2; кото

рая является центром симметрии приведенной кривой.

'f,paiJ; "роо/с

2

f

2

0,513

Рис. 2. Рис. 3.

0.6

Как показали числовые расчеты,

зависимость Т.;:. от k] достаточно сла

бая. Значит, следует ожидать слабой

зависимости Т.;:. и от параметров,

функuией которых является собствен

ная частота, т. е. от 1, Е, !г,

р, S. ДЛЯ примера, на рис. 5
изображены кривые изменения време

ни оптимального быстродействия в за

висимости от длины стрелы манипуля

тора (кривые 1-3 соответствуют зна

чениям L = 10; 12; 14-3/2). Видно

(кривая 2), что при удлинении стрелы

в 17 раз время быстродействия увели

чивается всего на 6 о/о.

Рис. 5.

о f-------'=,.........--

Рис. 4.

50

в рамках принятых предположений время быстродействия зависит

только от собственной частоты и ограничения на норму углового уско

рения, т. е. Т* =Т * (k l , L).
~ M,II'M
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КВАЗИОПТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ОГРАНИЧЕННЫХ

ВОЛНОВЫХ ПУЧКОВ В ТВЕРДОМ

нвпииввио-эпеэтом ТЕЛЕ

в ра мках теории «эффектов второ го порядка» вектор упругого переме

.щения ц представляется 13 виде : u=v +w, где v и w удовлетворяют соот

ветственно однородиому и неоднородному уравнен иям Ламе:

\} .т (У) - Р оУ" = О,

\}· T (w) - pow" =pof, (1)

причем

f = -1 \}. т I (У),
Ро

Т 1 (у) = - \} у . Т (у) - ТО (У),

ТО (У) = 1 {л [(J)2 ++II (e2)J- (т - ; ) [& 2-/1 (82)] + [&2} + (2)

+ne2 + (2m-n)е&+fJ. \}V Т • \} v ,

1 1
{} = /18, (J) = 2"\} х У,8 =2'(\}у + \} у Т) .

В формулах (1) , (2) Ро - плотность материал а; Т - линейный ген

. зор напряжений Коши н ад v и л и w; 1)-линейны й инвариант тен зор а ;

Л, !-t - постоянные Ламе втор ого рода ; {, т, n - посто я нные м'урн аган а

12J: I - еди н и ч ный аффинор. Переменные выбраны в отсчетной (ла г

ранжевой) конфигур ации . Точка м и обозн ачены производные по времени

i , с имвол ( Т ) отве ч а ет операци и тр а нспонирова ния тензо р а .

Пр едставим первичные высокочастотны е вол ны в виде бигармони

ч еских сигналов:

v(x, () =} ~ lА з · F~(х)е-i"' ~'А +к. С.,
. A=L .T
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