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НОВАЯ ФОРМА УРАВНЕНИЙ ТЕРмоупРугоети

ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ

При оптимизации управления термонапряженным состоянием упруго го

тел а с помощью внутренни х источ н и ков тепл а возни кает потребность

иметь непосредственные соотношения между з ада нным и требуемыми

термонапряжениям и и функцией распределения внутренних источн иков

тепл а . В настояще й р аботе приведсны основные соотношения между

одн омерны м несгацио н а р ны м темпер атурным полем, фу икциейраспре­

дел ения внутренних источников тепл а, кваэистагическими упругими

термонапряжен ия ми и другими велич инами, в том числ е дифференци­

альное ура внен и е второ го порядка параболического тип а, граничные

JI начальное условия, которым дол жн а удовлетворять основна я состав­

ляющая термонапряженного состо я-н и я неогр аниченной пластины, полых

цилиндра и шара.

Известно [2, 3], что в случае одномер ной нестационарной задачи

теплопроводности и конвективном теплообмене на границе тела (пласти­

ны , полых цилиндр а и шара) температурное поле Т (х, '1:) удовлетво­

ряет следующей краевой задаче:

дТ (х, 1: )
t.T(x,'I:)+u(x,'I:)= д1: , XE(k,I ), 'l: E(O, (0 ),

дТ (1, 1:) О О)
дх +Н 1 [Т (1, '1:) - t 1 ('1:)] = , '1: Е ( , 00,

дТ (k , 1:) О
дх -Н2[Т (k, 'I:)-t2 ('I: )] =0, 'l: E ( , со ) ,-..

Т (х, О) = t (х), х Е [k, 1],

д2 i д
где t. = дх 2 + 7 дх; j = О , 1, 2 - с оответственно для пластины, цилиндра

и шара; k = О _. для пластины и k Е [ О, 1) - для цилиндра и .шара;
Н; (i = 1, 2) - безр азмерные коэффициенты теплообмена; и (x,'I:) - функ­

ция распределения внутренних источников тепла ; t i ('1:) (i = 1, 2) - тем­

пер атуры окружающих сред; t (х) - начальное распределение темпера­

тур ного поля .

Из термсупругости [1, 2, 4) изве стны также соотношения между

кваэистатическими относительными температурными н апряжениями и

одномерным температурным полем тела:

1

ау (х, '1:)= Oz (х, '1: ) = О (х, '1:) = JТ (х, '1:) dx - Т (х, '1:)

--для закрепленной по краям от углового пов орота пластины;

1

Gz (х, '1:) = О (х, '1: ) = ~ sхТ (х, 'I:)dx- Т (х, '1:),
I-k k

х2 + k 2 1 1 SX ". '.
00 (х, '1:) = 2? ) хТ (х, 'I:)dx + "2 хТ (X,'I:) dx -- Т (х, '1:),

(1 - k ) х- k " х k

5 5-258

(4)

(5)
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;>; 2 _ н 2 I 1 х

О, (х, т ) = ( ~ ) .) f хТ (х , 't)dx - z f хТ (х, , )dx
I - Н " Х " k Х k

-- для ДЛИННОГО полого цилиндра со свободными концами;

2хЗ + kЗ 1 I Х
06(Х, т ) = ( ") з f х2Т(х, ':)dх+- з Sх2Т(х, ,)dx-T(x, т},

1 - нО> Х k Х k

О ( '" ~ ) _ 2 (хЗ _нЗ) / х2Т(х ~)d" 2 С х2Т ( .... -)dx
, Л, , -(I-л.зRJ " " - хЗ ; л , '.

- для полого шара. Здесь

(1 - v) а*

О = Е'
ат

(6)

(9)

где 0*- температурные напряжен ия ; v, IJ. T , Е - - соответственно коэффи­

циенты Пу ассон а, линейного расш ирения 11 модул ь упру гости.

Dля удобства в случ ае шара введем добаво чно еще такую величин у

отновительны х напряжений;

1 3 I
О (х, "() = 06 (х, "() +- -2 О, (х, т ) = --з f х2Т (х, "() dx - Т (х, т ). (7)

I -Н k

Если поставлена прям ая задача определения тем пературных напря­

жений в теле , вызванных температурным полем, удовлетвор яющим

задаче теплопроводности (1) - (3) при з ада н ных внутренн их и внешних

источниках (стоках) тепла, то приведеиные выше формулы (4), (5)
либо (6) дают возможность определить их.

При оптимизации температурных режимов и термонапряжениого

состоян ия тел а возникает об р атная задача термоупругости: по задан­

ным температурным напряжениям о (х, 1') как следствию требуется

определить причину - функцию распределения внутренних источников

тепла и (х, 1'). дЛЯ этого желательно им еть н еп осредственное соотноше­

ние между упомянутыми ФУНКЦИЯМИ.

в дальнейшем предполагаем, что заданы относительные термона­

пряжения в теле

о(х, "()= 1+/+. ixiT (x , ,)dx -T(x, т}, j=O, 1,2. (8)
\-Н I k

Очевидно выполнение условия

1

Sxicr (х, "() dx = О, j = О, 1, 2.
k

При этом в случае цилиндр а (j = 1) и шара (j = 2) другие компоненты

напряжений выражаются через величину о (х , "() следующими соотно­

шениями ;

х

06 (х, "() = О (х, т) - .r(l+j) f ~iO' (;, т) d~, j = 1, 2,
k

Х

О',(х, "() = j.r(1+J) S~;O'( ~, ,,:)d~, j = 1,2.
k

(10)

(11)

Последние формулы нетрудно найти на основании соотношений (5) - (7)
и уравнений равновесия.

Из соотношения (8) и з адачи теплопроводности (1) - (3) следует, что

напряжения о' (х, ":) должны удовлетворять системе уравнений

) I +; !!- / ;Т ( ) d . = да (х , ') +- ( )t.o (х, т + 1+ ' d J х Х, 't Х д и Х , 't ,
1- Н I t k т

j= O, 1,2, x E(k, 1), "( Е (0, 00),
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(12)

(13)

(15)

(14)

. I

J...дa (l, Т) +0(1 -с) = 1+1, SxiT(x "t)dx-tl(t), . '
Н 1 дх ' 1 _ k 1+J " '

j = О, 1, 2, т Е (О, со ) ,

I '
1 да (k, Т) k J + i S'T
Н2 дх - а ( , т ) = - 1 _ kl+1 k х' (х, ,,:)dx + 12(":),

j = О , 1, 2, т Е (О, со ) ,

• 1

О (х , О) = 1+ {+ Sxif(x) dx - f (х), j = О, 1, 2, х Е [k, 1].
I - k J k '

Проинтегрировав умножен н ое на х! ур авнен ие (1 J) и использовав

тождество (9), найдем

I 1

d
d SxiT(x, , ) dX = S XiU (X, ": ) dx - дcr ~ , "С ) +ki да(k,"С)
-с " " Х дх

откуда

SxiT (х, ,,: )dx = {(s х'и (х, 7J)dx - да (1 , "'/) + ki да ~~ "'/»)d'1j +
" о k дх

1

+ Sxif (х) dx.
г

(16)

(17)

Теперь, ИСПОЛЬЗ0ВЗВ соотношения (15) и (16), систему уравнений

(11) - (14) можно записать в виде

) I + i 5' . ( )d да (х, Т) + I + i [да (1 , Т)
t:.c (х, "i: + ,+ ' х'и Х, ": Х = д 1+' д

l- k 1" Т I-k J х

_ ki да (k, Т) ] + ( ) '= О 1 2 (k 1) ' ( О )ох и х, 't ,] '" х Е , " Е , со,

да(l, Т) +0(1 ')+ l+i ,s'(да(l,"'/) -ki да(k"J»d ' " ' I + i .
Н] дх ' l-k l+J о дх ОХ '1j J_kl+JX

т ] 1 '

Х {5 xiu(x, '1j)dxdТj + 1+!+i 5xif(x)dx-t] (т), j=O, 1,2, ~Е (О, со),
о" 1- k "

(18)

J... да (k, '1:) _ О (k -с) _ 1+ j ,5' (д" (1, 1]) _ ki да (k , 'I»)d = _ J + j ,
Н2 дх 'l-kl+/ О дх ОХ 'YJ I_kl+/X

т ] 1+ ' 1

х 55х'и (х, '1j) dxd\j - (+i Sх'] (х) dx +t2 (":), J = О, 1, 2, 't Е(О, со ) ,
Ok l-k k

(19)
• 1

о(х,О)= I +{+ Sxif(x)dx-f(x), j=O, 1, 2, х Е Ik, 1]. (20)
l-k ' "

Очевидно, что определение термонапряжений по формулам (4)­
'(6) с предварительным решением задачи теплопроводности (1) - (3)
равносильно решению дифференциального уравнения (17) при краевых

условиях (18)- (20) и определению в дальнейшем в случаях цилиндра

и шара компонент напряжений по формулам (10) . Правда, следует

отметить, что решение неклассической краевой задачи (17) - (20) на­

много труднее решения задачи теплопроводности (1)-(3).
При решении прямой задачи термоупругости (1) - (6) функции

u (х, т}, '; (т) и= J, 2), f (х) предполагаются заданными - требуется най­

ти температурное поле и компоненты термонапряжеиий. Если поставлена

обратная задача - определение функций и {х, т] и li('t'! ,(i= 1, 2) по
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заданным тсрмонапряжениям а (х, Т) ,- то на основании соотношений

(J)-(6) решение такой задачи можно свести к решению системыинте­
гральных уравнений типа Вольтера и Фредгольма первого рода. Нали­

чие соотношений (8), (16) (либо (15», (17)-(20) дает возможность,

з а исключением граничных условий теплообмена второго рода, обойти

нелегнийвопрос определения, например, функции распределения внут­

ренних источников тепла и (х, Т) из интегральногоуравнения следующе­

го типа:

г I

.S Sи ( ~, 1) G (х, ~; т , \/) d~d1) = Q(х, т ) ,
о ' k

где ЯДР9 G-:непрерывная функция своих аргументов.

Пять соот н ошен и й (8), (16) - (20) связывают междм собой семь вели-

1+' , !
чин Т(х, т } , -'.-.-{+ SxiT(x, 't)dx, а(х, т } , и(х, т), ~ х'ш», 't)dx, l i('t)

, 1- k ' .k k

(i = 1, 2). Н ачальное р аспределение температурного поля f (х), как и
раньше, предпол агается заданным . Поэтому с помощью эти х соотношений

мог ут быть. определены только пять величин, остальные две должны

быть заданы. Если , заД2НО, например, температурное поле Т (х, т}, то

известна ' и сре;неинтегральн ая температура 1+;+. f xiT (х, 't)dx, все
I -k I k

остальные величины определяются из соотношений (8), (16) - (20). Если

же заданы термонапряжения а (х, 1:), то для определения остальных

'вели чи н необходимо задать еще одну из них. Пусть известной величиной

будет еще темпер атура t 1 ('t). Тогда из граничного УСЛОВИ51 (18) легко
, ,

найти мощность внутренних источников тепла Sх'и (х, 1:) dx, из уравнения
, I . k

(17) - функцию распределения внутренних источников и (х, 1: ), а дальше

шаг за шагом И " остальные , величины, в том числе и температурное поле

т (х, с). ' " " , . .

Однако без. решения интегральных уравнений обойтись, по-видимо­

му, невозможно в случае граничного условия теплообмена второго рода,
когда вместо' температуры (, (т] задан тепловой поток q (1:), поскольку

в этом случае граничное условие второго рода не связывает мощность

ИСТОЧНИ!{ОВ тепла с тепловым потоком. Они связаны тогда только усло­

вием (15) . которое по существу является условием теплового баланса.
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1,,:

Рассмотрим тон кую неограниченную пластину ПОСТОЯННОЙ толшины 2h.
Поверхности пл астины z=±h находятся в . условиях конвективного

теплообмен а с вн ешней средой, температура (с (. ) которойнэменяется

во вр ем е,Н'1 11 , н е за в и с ит от координат. В начальный момент времени

температур;а ~л аС'I;IIН.Ы P~BH,!- НУЛЮ. . , 1
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