
Подставляя (17) в (15), после исключения Qз получим

d4uз d 2 d26, d2из
D 2 - 4 + -2 (мозе!) = О, D,-? = Моз-?

ах, dXj dXj dXj
(18)

сте ржн я i2].
Ампера, для

Уравнения (18) вместе с уравнения-ми начального состояния (lб),

определяющими момент Л:l оз ( х ! ) , совпадают с известными уравнениями

устойчивости плоской формы изгиба стержня с прямоугольным попереч

ным сечением при действии поперечной н агрузки неизменного направле

ния. Таким образом, имеем, что в случа е действия механической нагруз

ки неизменного направления и в случае следящей электромагнитной

нагрузки рассматриваемого типа линейные уравнения устойчивости

плоской формы изгиба являются идентичными. Уравнения устойчивости

плоской формы изгиба в случае действия более общей следящей нагруз

ки приведены в работе [1].
Решение системы (]8) приведем для случая консольного

Соотношение. определяющее критическое значение силы

стержня с узким прямоугольным сечением имеет вид

(J В ) . = 1,51 ь/I
з

Е (Ь "" h),
о о " LЗV"j + v ././

где Ь - высота; h - ширина прямоугольного сечения; L - длина стержня.

В частности, для медного стержня с параметрами Ь = 2 см, i1 =
= 0,2 см, Е = 1,2·1011 Па, ~ = 0,3, L = 60 см при силе тока БОА (плот

ность тока 1,5·106 А/м 2 ) плоская форма изгиба токонесущего стержня

является неустойчивой при значении индукции магнитного поля Во;::::;

;::::; 1,96 Т.
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Задача о термонапряженном состоянии пластины с круговым включени

ем рассматривалась в различных постановках [1, 3-51 и имеет важное

техническое приложенив [б]. Однако известные в литературе ее решения

получены с использованием теорий пластин, которые не позволяют

достаточно полно описать эффекты, связанные с трехмерным характером

напряженного состояния в приконтактных зон ах . Как следует из приво

димого ниже .решения, полученного на основании уточненного варианта

теории пластин, указанные эффекты могут быть весьма существенными
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и игнорирование их может привести к неверным заключениям о проч

ности содержащих включения термонапряженных элементов конструк

ций и при боров.

Рассмотрим бес конечную пластину, содержащую круговое включе

ние радиуса R; толщины пластины и включения одинаковы и равны 2h;
предполагается, что на цилиндрической поверхности r=R выполняются

условия идеального механического контакта, а вся внешняя- поверхность

рассматриваемой системы свободна от напряжений; пластина и включе

ние н агреты до постоянных температур t+ и t- соответственно.

Согласно уточненному варианту теории пластин [7J, определение

напр яженно-деформированного состояния описанной СИС1емы сводится

к решению системы дифференциальных уравнений

(~г [(1 - 2a~) w - LlФ + O:lt] = О, (1)

4~ h4a 2Ll2u) - (1 - al) LlФ + (l + Ql) (ш - o:,t) = О,

I
а I = (1 - 2,,)- 1, а2 = "2 (1 - ,,)-1, а I = (4а2 - 1)а!

при следующих условиях сопряжения (при r = R):

0-[2 d2(~- _ (1-а!) (ш- + Llф-) - (1 + ai) аiГ] =
dr

=0+(2 d~;t- -(I-at) (w++LlФ+)-(1+at)aft+], (2)

dф- dФ+

----;If = ш'

ш- = ш+

И граничных условиях (при r = (0 ):

d
2ф+

( +) ( + +' ( +) + +-2- - 1 - аl ш + LlФ 1 - 1 + аl аl t = О,
dr

d
2

(J)+ _ (1 _ 2at) LllU+ = О ...!!:..- (LlW+) = О.
dr 2 ' ' dr

(4)

(5)

Кроме того, при r = О удовлетворяются условия осевой симметрии иско

мого напряженно-деформированного состояния, которые ввиду их оче

видности здесь не выписываем.

Заметим, что для третьей из разрешающих функций задачи [7] в рас

сматриваемом случае получа ем q;" = const, откуда следует, что окружное

перемещение ив и касательное напряжение -с,в равны нулю:

ив = "с,в = О. (6)
В соотношениях (1) - (6) обозначено: О - модуль сдвига; '1 - коэф

фициент Пуассона; (Ч - коэффициент линейного температурного расши

рения; Ll - оператор Лапласа; индекс {(-» относит рассматриваемую ве

личину к включению (область r < R), а индекс «+» - к пластине

(г> т .

Второе из уравнений (1) содержит в качестве коэффициента при

старшей производной малую величину 114 ( записанное в безразмерных

координатах - малое отношение h4R- 4) , сл едовательно [2], искомое

решение будет содержать как слабоизменяющиеся слагаемые (решение

вырожденной задачи), так и слагаемые типа погранслоя,

Решение вырожденной з адачи, т. е. решение уравнений (1) при

h= О, удовлетворяю.щее граничным условиям (2), (~) и условию ограни-

51



ченности в точке г=О, соответствует классической теории пластин. На

основании этого решения 11 формул (7) работы [7], выражающих ком

поненты вектора перемещений и тензора напряжений через функции

Ф и ю, получаем

(jJС = а/Г + 2 (1 - 2а;;-) G+Ас,

{C)R- J
- ( -t- + G+A )

и, - '1/ с Р,

o~C) = -2 (1 - 4аn G+C-A c , a~C) = o~C) (г < R),
+t+ (с) (с) (С) 2 (1 4 -) G+G-A - Z

(jJ С = а! ,Ou = -u, ,О, = - - az с Р ,

(C)R-' +,+ I (1 4 -) G-A -1 ( R)и, = а/ т - аг ) еР r :> ,
(с) (с) О О )

О, = 1:" = (<. r <. со .

(7)

(8)

(9)

Здесь обозначено

Ас = [(1 - 4а:2) (Г' - с+]-1 (а/Г - att+); р = -я:'.

Перемещение в направлении нормали к с реди н ной поверхности плас

тины и, связано с величиной (jJ простой зависимостъю [7]

и, = (jJZ,

поэтому выражения для него здесь 11 в дальнейшем не приводятся. От

метим, что классическое решение, как это следует из формул (7) и (8),
не удовлетворяет на поверхности контакта условию непрерывности пере

мещений Uz•
Составляющие решения типа потраислоя определялись по методике,

изложенной в работе l2J, путем введения новой переменной 1), где

1-р ~4 =.±.~ (10)
1) = -.--, w 45 R4

и последующего расщепления дифференциальных операторов задачи с

использованием малости параметра е . Обусловленные потранслоем нуле

вого порядка слагаемые персмещений и напряжений для включения и

пластины имеют соответственно вид

ФО = 2Ь,Аог'! [(1 + bz)cos'YJ-(1-Ь2)siп 'JJ,

и~OI н:' = еЬ ,Аое-'! [2 (1 - 2а:2) (Ь 2 cos '1 - sin 'J-b2)+

+ VrS (l - 3: Z
) (соз '1 + bz sin 'YJ)], (11)

0;0 ) = 4 }/5b IA oa:2G- (l - зс
Z
) e-Тj [(1 + Ь2) siп 'YJ + (1 - bz) cos '1]'

O~O) = 4b1A o (1 - 2а:2) C-e-Тj {(1 - Ь2) sin 'YJ -(1 + bz)cos 'lJ-

- }~5 (1 - 3(2) [(1 + Ь2) sin '1+ (1 - bz) cos 1')]},

o~o) = 15bj Aoa2C- (1 - (Z)2 е-'! [(1 + Ь 2 ) соз 1') - (1 - Ь 2) sin 'У,)],

't;~) = 240,v6 Ь tA Oa2G-С (1 - (Z) е-') (Ь2 cos 'YJ - sin '1) (г < R),
у ь

(jJ(О) = 2A oeТj [(1 - bz) sin 'lJ + (1 - 3bz) cos \i],

U~O)R-l = е \ВО + Аое" [2 (! - 2at) (Ь2 cos 'YJ + bl sin 1') +
+ V5 (1 - з(2) (Ь 1 СОЗ 'lJ - bz siп \i)])'

o~O) = 4 V5Aoat G+ (1 - з:2) е'! [(1 - bz) cos 'YJ - (l - 3bz)siп 'YJ],

0~0) = 2А о (1 - 2at) С+е'! {(1 + 3b l ) соз 1') - (1 - bJ) sin 1') +
+ Vs (1 - 3(Z)[(1 - 3bz) sin 'YJ - (l - bz) cos 'YJ]~, (12)

o~O) = 15AoatC+(1 - (Z)2 е" [(1 - Ь2) sin 'YJ + (1 - 3Ь 2) соз 1')J,
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(О ) 20 JГ6' + + ( 2) . '
'trz = 4-=- AOGz О ( 1 - 3( е'! (Ь 2 соз ч + Ь, ы п "1,/ ) (г :> R),

115 ,
где

( = h-1 z; А о = (1 + 6Ь \ + й)-I (ш;; - ш~) ;

Во = 2 [(1 - 2а;) Ь! - (1 - 2at) I Ь2Ао ; Ь! = (а;о-)-l а!О+;

2Ь 2 = 1 + Ь!.

дЛЯ слагаемых, обусловленных погранслоем первого порядк а, по

лучены следующие выражения:

ш Р ) = Е[Г"l (А, соз ч + А з siП'IJ) ++"I,/lOo}

o~l) = +E 'YjO~O) + 2ЕО-е-"I ! 2Ь , (1 - 2а2) (sin 'IJ - Ь2 COS \1) А О +
+ V5 (1 - з(2) [а; (А 1sin \1 - А з cos 1) - Ь,Ао (cos "1,/ + Ь 2 sin \1)]1,

0~1 ) = +E\1 o~O ) - 2Е0-е-"I 1(1 - 2а;) [2b lA o(sin 1) - Ь2 cos 1) +

+ А ! соз п + А з sin \1 ] + -v;: (1 - з(2) [(1 - 2а;) (А, sin 1) - А з соs \1) - .

-2Ь , Ао(соs 1) + Ь2 s i П \J ) ] ) , (1 3)

o~\) = +s [1)0~0) + 15а;О- (J - ( 2) 2е -"1 (А I cos 1) + А з sin 1) ],

't~~) = 5:56Щ;О-( (1 - ( 2)г"1 {[А! + А з + (1 - Ь2) blAo] COS 'IJ +

+ [Аз - А! + (1 + bz) Ь!Ао] sin 1)) + -} s\J 't;~ ) (г < R),

lO ] = , Е [е"l (А ! cos \J + А 2 sin \1) + } \lШО,

0;1) = +s ("1,/0;°)-40+80)-2Е0+е"l 12А о (1 -2at) (b 2 COS'Yj +
+ Ь, sin 'q) + Vs (1 - з(2) [Ао (Ь, cos 'YJ - bz sin 1) +

+ а! (А I sin 'YJ - А 2 сов \1 ) ]1 , (14)

o~! ) = +S (\l0~0 ) + 40+Во) - 2еО+е"l 1(1 - 2at) [А 1cos \1 +

+ А 2 siп \1 - 2А о (Ь! sin 1/+ Ь 2 cos 1/)] + У25 (1 - 3(2) Х

Х [(1 - 2at) (А 2 cos "1J - А! sin "1J) + 2Ао (b2 sin 'yj - ыl cos \l)]f,

o~\) = ~ S 1'lJ0~\)) + 15atG+ (1 - (?? е"1 (А! cos \1 + А2 sin 'Yj )],

't~~) = Б У'6 satG+ ( (j _ ( 2) е"l {[А 2 - А I + (l - Ь2 ) А о ] cos1/-
tгб .

. ,~) R)
-[А I +А2+(1-3Ьz) А01 slП 'IJ }+Т S''I,/ 'tгz (г > .

В соотношения х (1 3) и (1 4) обозн ачено

А! =~Ь\Ь;2[-}(шt- Шn- (:t- ~;)(1-b' ) АО\;

Az =+Ь;2[}(шt-Ш~)+(:t- a~)(3+b\) b lAo1 ;
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В. М. Вигак

НОВАЯ ФОРМА УРАВНЕНИЙ ТЕРмоупРугоети

ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ

При оптимизации управления термонапряженным состоянием упруго го

тел а с помощью внутренни х источ н и ков тепл а возни кает потребность

иметь непосредственные соотношения между з ада нным и требуемыми

термонапряжениям и и функцией распределения внутренних источн иков

тепл а . В настояще й р аботе приведсны основные соотношения между

одн омерны м несгацио н а р ны м темпер атурным полем, фу икциейраспре

дел ения внутренних источников тепл а, кваэистагическими упругими

термонапряжен ия ми и другими велич инами, в том числ е дифференци

альное ура внен и е второ го порядка параболического тип а, граничные

JI начальное условия, которым дол жн а удовлетворять основна я состав

ляющая термонапряженного состо я-н и я неогр аниченной пластины, полых

цилиндра и шара.

Известно [2, 3], что в случае одномер ной нестационарной задачи

теплопроводности и конвективном теплообмене на границе тела (пласти

ны , полых цилиндр а и шара) температурное поле Т (х, '1:) удовлетво

ряет следующей краевой задаче:

дТ (х, 1: )
t.T(x,'I:)+u(x,'I:)= д1: , XE(k,I ), 'l: E(O, (0 ),

дТ (1, 1:) О О)
дх +Н 1 [Т (1, '1:) - t 1 ('1:)] = , '1: Е ( , 00,

дТ (k , 1:) О
дх -Н2[Т (k, 'I:)-t2 ('I: )] =0, 'l: E ( , со ) ,-..

Т (х, О) = t (х), х Е [k, 1],

д2 i д
где t. = дх 2 + 7 дх; j = О , 1, 2 - с оответственно для пластины, цилиндра

и шара; k = О _. для пластины и k Е [ О, 1) - для цилиндра и , шар а ;

Н ; (i = 1, 2) - безр азмерные коэффициенты теплообмена; и (x,'I:) - функ

ция распределения внутренних источников тепла ; t i ('1:) (i = 1, 2) - тем

пер атуры окружающих сред; t (х) - начальное распределение темпера

тур ного поля .

Из термсупругости [1, 2, 4) изве стны также соотношения между

кваэистатическими относительными температурными н апряжениями и

одномерным температурным полем тела:

1

ау (х, '1:)= Oz (х, '1: ) = О (х, '1:) = JТ (х, '1:) dx - Т (х, '1:)

--для закрепленной по краям от углового пов орота пластины;

1

Gz (х, '1:) = О (х, '1: ) = ~ sхТ (х, 'I:)dx- Т (х, '1:),
I-k k

х2 + k 2 1 1 SX ". "
00 (х, '1:) = 2? ) хТ (х, 'I:)dx + "2 хТ (X,'I:) dx -- Т (х, '1:),

(1 - k ) х- k " х k

5 5-258

(4)

(5)
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