
3. Белоозеров В. Н. Удержание сверхпроводяг-ого ш ар а систем ой круговых то­
ков.- Жури . техн. физики , [966, 36, вып, 5, с . 85'2- 859.

4. Болотин В. В. Неконсер в ативиые задачи теории упругой устойчивости. - М. :
Физматгиз, ]961 .-339 с.

5. Кошляков Н. С., Глинер Э . Б.. Смирнов ,Н. М. Ур а внения в частных произ­
в одных ма тем а тической физ ики . - М. : Высш . Ш К. , [970.-712 с.

6. Ландау Л. д., Лифшиц Е. М. Электроди н амика сплошных сред. - М. : Гос­
техиздат, 1957.-532 с .

7. Левин М. Л. О решении одной за дачи кваэисга цион арной электродинамики
методом изобр ажениЙ.- Жури . техн. физики, 1964, 34, вы п, 3, с. 393-398.

8. Новожилов В. В. Основы нели иейной теории у пругости. - М . : Гостехиздат,
1948.-212 с.

Ин,т механики АН АрмССР,
Ерева н

Получено 17.04.83

УДК 539.3

К. Б. Казарян

О ПРОСТРАНСТВЕННОМ ВЫПУЧИВАНИИ УПРУГИХ

СТЕРЖНЕВЫХ ТОКОПРОВОДОВ

ВО ВНЕШНЕМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Задачи устойч и вости токонесущи х стержней р а сс м атр ив ались многими

исследователями . В работе [31 впервы е была установлена возможность

потери упругой устойчив ости стержня с током, обусловлен на я взаимо­

де й ствием тока с со б ст в е н ны м магнит ным полем. Обзор раб от по устой ­

чив ости токон есущи х стер жн ей прив еден в [7] . Вопросу влияния в неш ­

него магнитного поля н а р аспространени е упругих волн в стержне с

повер хностным током посвящена работа [4].
В настоящей статье исследуется пространственная потеря устойчи­

вости упругих стержней с током во внешнем магн итном поле не измен­

ного н аправления. При этом исходим из общих нелинейны х ур а внений

статики пространствеННО-КрИВОJlинейных стержней с учетом следящих

сил электромагнитного происхождения, обусловленных взаимодействием

тока с внешним магнитным полем. Р а ссмотрим кон кретн ые з ада ч и

устойч ивости круглого кольца, а также плоской формы изгиба п р ямого

стержня при оп р еделенных на п р авлениях в е ктора и ндукции вн ешнего

магнитного поля .

1. Рассмотрим тонкий упругий электропроводный нефер ром а гн итный

стержен ь, по котор ому течет постоянны й эл ектрический то к силы 10,
находящийся во внешнем одно родном м агнитном пол е с вектором и нду к-

цИИ ВО неизменн ого направлен ия. Ток в стержн е сч ит а ется не сильн ы м ,

что позволяет не учитыва ть собствен ное м аг н итн ое пол е, и ндуц и рован­

ное элект рома гн итное поле , а та кже возмож ные темпер атурн ые эффек ты ,

обусловле н н ые джоул евы м теплом .

В следств ие взаимоде йстви я тока с внешним маг н итным полем на
- ~ -

стержень действует пондеромоторная сила Ампер а F = Jo х Во. котор а я

в конечном итоге может привести к потере упругой УСТОЙ ЧИВОСТИ стержн я .

для описания деформации стержн я в ведем подвижную систем у ко--
орди на т 1'] 1, 1'] 2, 1'] 3 С ортам и ет , жестко с вяз а н ную с попереч ным и се ч е -

н иями стерж ня. Н ачало коорд ин ат поместим в це нтре тяжести площади

поперечного сеч ения стер жня , ось 1']1 н ап р авим вдол ь ка с ател ьной к осе­

во й л и н ии стер жн я , оси 1'] 2, 1'] 3 - по главным центр а льным ося м инерции

[5, 8]. Все величины, меняющиес я вдоль осевой л и н и и стерж ня, предста­

в им в виде функции от длины дуги l осевой лин ии.

Пусть ста - орты подвижной системы недеформиров анного состо я ни я

стержня, связанные с ортами Ст соотношениями

(1 )
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где Лmj - элементы матр ицы поворота л, ' зависящие от неизвестных углов

6j [5), определяющих поворот координатных осей ' 1) вокруг ортов ~ (при
i =1= J 6; =~О). для малых отклонений осей углы 6j малы н элементы

матрицы л имеют вид [51

ЛII = Л2 2 = Лаз = 1, ЛI 2 = -Л21 = 6 з , ЛI З = -ЛЗI = -82, Л2З = -ЛЗ 2 = 81.
(2)

В процессе деформации вектор электрического тока стержн я всегда

направлен вдоль касательной к осевой линии стержня 70 = JO;I. Слепо-- --
вательно, пондеромоторная сила F = J О (е} Х Во) представляет собой сле-

дящую с илу , зависящую от вектора el, положение КОТОРБГО определяется

деформацией стержня.

для получения уравнений устойчивости будем исходить из общих

нелинейных уравнений статики криволинейных стержней [51- [8], кого­

рые с учетом следящей силы Ампера в проекциях на свяэаиные оси '1;
имеют вид

во,
-л + €;m i(J)mQi + J ОВо;€nmЛm i = О,

dM .dI + €jmi(J)тM i + €jliQi = О,

(3)

(4)

(5)

Здесь Qj, м j - проекции вектора внутренних усилий и вектора момента

внутренних усилийг ,Ы; - проекпии вектора кривизны осевой линии СТёрЖ­

ня на связанные оси; U) jO - кривизна нелеформированного стержня, ко­

торая считаетс я неиэвестной; Вы - проекции вектора магнитной индук-
->

ции соответствен но на оси с ортами eiO; Г), - жесткость стержня при

кр у чении; 02, Dз - жесткости стержня при изгибе; E iтj - символ Леви­

Чивита .

Соотношения, связывающие компоненты вектора ш с углами 6i , имеют

вид

а компоненты вектора перемещения и с этими же углами-

du; ~
d] + €jmi(J)тUi + Лn - ОП = О.

(6)

(7)

Здесь

л'IОi = ), ~Od = Л~~ = 1; л\Оd = л~~ = л~Оd = О; л~ОI) ~'-Л\~ =: 82; Л~i = -8з.

Уравнения (3) - (7) представляют собой полную замк нутую систему

относ ительно неизвестных векторов Q. "li. ;, В: ' И~ При малых отклоне­
ниях стержн я (при малых углах Од после линеаризации этих у р авнен ий

получим систему линейных уравнений устойчиво сти. описывающих про­

стран ственное выпучив ание токонесущего стержня под действием следящей

силы Ампера.

2. Рассмотрим задачу устойчивости токонесущего кольца во внеш­

нем магнитном поле . Вектор индукци и внешнего магнитного поля имеет

составляюшие как по направлению, параллельному центральной ос 11

нелеформированного стержня, так и по направл ению, перпендикуляр­

ному к плоскости оси недеформированного стержня. Пусть ось стержня

внедеформированн ом сост?янии является окружностью радиуса R. Ось

7}2 направим к центру кольца . Вектор индукции внешнего поля имеет
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(9)

(10)

->- -> -

вид Во = B01elO - Возезо. для вектора кривизны нелеформированного

стержня имеем WIO = Ф20 = О, wзо = IIR .
Сила Ампера в проекциях на связанные оси при малых углах по­

ворота имеет вид

F1=0, F2=-JО(ВОIВ2-ВОЗ), Fз=-JО(ВОIВз+ВозОI). (8)

в начальном недеформированном состоянии е, = ею и имеется только от­

личное от нуля осевое сжимающее усилие QIO = -R Воз. Отметим, что

изменение направления поперечной (оставляющей вектора индукции (или

тока) на противоположное приводит к растягивающему усилию. Линеа­

ризуя (3) - (6) при малых углах поворота, после исключения моментов,

усилий и компонент вектора кривизны получим следующую линейную

систему уравнений устойчивости :

о, (O~V + в;) + JоR
З
(Воз в; + во,О;) = О,

(D1+ D 2) о; + D 2B! -D10 '; = О,

(Dl + D 2) O~ + D2B; - D10;+ JоR
З
(ВозВ; - В01Оз) = О,

где штрихом обозначено дифференцирование по центральному углу а.

(l = Ra).
Приведем решение системы (9) для двух частных случаев.

Пусть ВО ! =F О, Воз = О. Тогда начальное сжимающее усилие равно

нулю. Кольцо теряет устойчивость под действием возмущенной силы

Ампера.

Представим решения системы (9) для замкнутого кольца в виде

Oj = d;sin па, где п -число полуволн; dj - постоянные. Тогда для кри­

тической силы (JOB01)* получим соотношение

n (n2_1) ((1:2 -- 1) D,D2Dз _ ~ -. / 3D,D2Dз
(JOBOl)* = R,3 1 D2+nЮ 1 - R,З V 4D 1+D2 (n = 2).

Из системы (9) при Воз - О можно получить соответствующие урав­

нения и для стержня с прямой осью. Переходя от координаты . а. К ко­

ординате х = Ra и затем устремляя R -+ = , получим

d4s dб dЗО
о, ---l + JOBo l -d2 = О, о, --i - JоВо,о з = О.

ах Х dx

Отметим, что для прямого стержня пространственное выпучивание

не сопровождается кручением оси.

Рассмотрим теперь случай Во I = О, Воз =F О. Как видно из рассмот­

рения системы (9) при ВО ! = О, первое уравнение отделяется от двух

остальных и соответствует плоской деформации кольца (ось стержня

остается плоской кривой) . Два остальных уравнения соответствуют про­

странственной деформации, когда ось стержня становится кривой двоякой

кривизны.

Подставляя в (9) О; = d; sin п«, получим в случае плоской деформа­

ции следующее значение критической силы Ампера:

(11 )

(12)

совпадающее с известным соотношением для задачи устойчивости кольца,

находящегося под действием радиальной следящей нагрузки [6] .
Для пространствеиной деформации кольца имеем соотношение

J В _ DJD2(n2- 1)2 9D 1D2
( О оз); - Rз (D2+ n2D1) Rз (4D

1
+ D

2
) (n = 2).

аналогичное соотношению для задачи устойчивости плоской формы

изгиба кольца, нагруженного радиальной «мертвой» нагрузкой [6].
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Таким образом, рассматриваемая нами электромагнитная нагрузка

ведет себя как следящая нагрузка в случае плоской деформации, а в

случае пространствеиной деформации - как нагрузка неизменного на­

правления .

Сравнивая формулы (1 О) и (12), видим, что для стержня с круговым

поперечным сечением при одинаковых значениях силы тока отношение

критических значений индукции поперечного и продольного магнитных

полей, при которых имеет место пространствеиная потеря устойчивости,

запишется в виде

(80 3)* 1/ 3
(80')* = у 4 (5 + ~) ;:::::; 0,376 при '1 = 0,3,

где '1- коэффициент Пуассона.

В частности, для медного стержн я круговогопоперечного сечения

(r = 0,1 см; R = 20 см ; Е = 1,2·1011 Па) при силе тока 20А (плотность

тока 6,3·106 А/м 2 ) критические значения индукции внешнего магнитного

поля, при которых имеет место пространственная потеря устойчивости,

равны (В о , ) * = 2,65 Тл , (Воз)* = 0,98 Тл.
3. Рассмотрим теперь з адачу устойчивости плоской формы изгиба

прямого стержня ПРЯ.\АОУГОЛЬНОГО сечения вытянутой формы. Примем, что

жесткость на изгиб в плоскости (XI, Х2) намного больше жесткости на

изгиб в плоскости (XI, ХЗ), т . е. Dз » D2• в недеформированном состоянии

стержня ось Х, совпадает с осью стержня . Внешнее магнитное поле на-
~ ~

правлево вдоль оси Хз, т. е. Во = Воезо . В начальном недеформированном

состоянии на стержень действует пондеромоторная сила Ампера Fo =

= -JоВоеzо, которая определяет основной изгиб в плоскости (х" xz).
Задача состоит в определении критической силы Ампера, при которой

стержень отгибается из плоскости (Х" Xz), испытывая одновременно

кручение.

В проекциях на связанные оси вектор силы Ампера имеет вид

F\ = О, F 2 = -JоВо),зз , Fз = JoBO)., 23 . (13)

Нелннейные уравнения (3), (4) после исключения с помощью (5) момен­

тов Mj примут вид

dQ, dw\
dГ+ W2Qз = UJзQz , D IdГ + UJ zWз (Dз - Dz) = о,

d~ ~2
dГ + шзQl-ШIQз = J оВо ),зз , D2dГ + Шlwз(Оj-Dз) = о,

dQз dwз
dГ + (J)jQ2- Ш2Qj = -J080)' 2З . Dз dГ + UJI(J)2 (D z - D,) = О . (14)

Учитывая, что оз » D2, Dз » D,; и произведя линеаризацию в предпо­

ложении малости углов поворота, получим

dl.N 1 (о) dW 2 (о) dQз
Dl -d = -DзUJЗ Ш2, D2-d -DЗ!J) З Ш! = Qз, -d + (J)lQ20 = -J08 08" (15)

Х) ХI Х,

Уравнения (16) определяют основной изгиб в плоскости (XI, Хз) 11
являются уравнениями начального моментного состояния. Уравнения

(15) являются уравнениями устойчивости возмущенного состояния.

Согласно (6), (7) при малых углах поворота без учета начальных
деформаций им~ем

(17)
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Подставляя (17) в (15), после исключения Qз получим

d4uз d 2 d26, d2из
D 2 - 4 + -2 (мозе!) = О, D,-? = Моз-?

ах, dXj dXj dXj
(18)

сте ржн я i2].
Ампера, для

Уравнения (18) вместе с уравнения-ми начального состояния (lб),

определяющими момент Л:l оз ( х ! ) , совпадают с известными уравнениями

устойчивости плоской формы изгиба стержня с прямоугольным попереч­

ным сечением при действии поперечной н агрузки неизменного направле­

ния. Таким образом, имеем, что в случа е действия механической нагруз­

ки неизменного направления и в случае следящей электромагнитной

нагрузки рассматриваемого типа линейные уравнения устойчивости

плоской формы изгиба являются идентичными. Уравнения устойчивости

плоской формы изгиба в случае действия более общей следящей нагруз­

ки приведены в работе [1].
Решение системы (]8) приведем для случая консольного

Соотношение. определяющее критическое значение силы

стержня с узким прямоугольным сечением имеет вид

(J В ) . = 1,51 ь/I
з

Е (Ь "" h),
о о " LЗV"j + v ././

где Ь - высота; h - ширина прямоугольного сечения; L - длина стержня.

В частности, для медного стержня с параметрами Ь = 2 см, i1 =
= 0,2 см, Е = 1,2·1011 Па, ~ = 0,3, L = 60 см при силе тока БОА (плот­

ность тока 1,5·106 А/м 2 ) плоская форма изгиба токонесущего стержня

является неустойчивой при значении индукции магнитного поля Во;::::;

;::::; 1,96 Т.
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С КРУГОВЫМ включением

Получено 01.02 .84.

Задача о термонапряженном состоянии пластины с круговым включени­

ем рассматривалась в различных постановках [1, 3-51 и имеет важное

техническое приложенив [б]. Однако известные в литературе ее решения

получены с использованием теорий пластин, которые не позволяют

достаточно полно описать эффекты, связанные с трехмерным характером

напряженного состояния в приконтактных зон ах . Как следует из приво­

димого ниже .решения, полученного на основании уточненного варианта

теории пластин, указанные эффекты могут быть весьма существенными
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