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МАГННТОУПРУГАЯ устойЧИВОСТЬ

СВЕРХПРОВОДЯЩЕЙ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ,

БЕСКОНТАКТНО УДЕРЖИВАЕМОЙ НЕОДНОРОДНЫМ

МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ

Пусть изотропная з а м кнута я сфер ичес ка я оболочка постоянной толщи

НЫ 2fl И радиус а срединной поверхности R находится- в ста цион а р ном

неодн о р одном м агнитном п ол е Но. Считается, что оболоч ка изготовлена

из уп р у гого изотропного материал а и покрыта слоем с ве рхп ро водяще го

спла ва Упруг ие свойства м атериала оболочки характеризуются моду

лем уп р угости Е, коэффициентом Пуассона v и плот н остыо р . Эл ектро

м а гнитн ые сво йства с реды, о кружа ющей оболочку, э кви валентны с во й 

ства м в а куум а.

Ортогон альн а я систем а координат а" а2, аз выбир а ется так, ч то

ср един н ая поверхность оболочки отнесена к сферич еским координ атам

а" а2 (а , - полярный угол, а2 - азимутальный) , а аз направлена по

нормали к сред и н ной поверхности.

Известно. что при помещении сверх проводящего тела в магнитное

поле в его т он к ом повер х ностном слое появляются экран ирующие токи,

преп ятст в ующие п роникновению магнитного поля внутрь тел а. Выталки

ван ие магн итного поля приводит к изменению напряженно сти магнит

ного поля в области вне тела. Это изменение являетс я результатом на-- -
ложенив на н ачальное поле Но магнитного поля но, создаваемого экра-

нирующими токами . Поэтому невозмущенпое магнитное поле Н = Но +
+ но определяется из решения следующей задачи магнитостатики во
внешней обл асти [61:

rot Н = О, div Н = о, ;;orfl s = О, lim НО = о , (1)

где ~o - един и чный вектор внешней нормали к нелеформированной по-
. - .

вер хности S тела; r - радиус-вектор рассматрив аемой точки.

Вследствие ТОГО что магнитное поле не проникает в область , зани

маемую оболочкой, на повер хности оболочк и компоненты тензора н апря

жений Максвелла претерпевают разрыв . Этим р азрывом обусловлено

появлен ие магнитного давления Рь; оп ределяемого формулой (6)

- 1-
РО = - ~ Н2nо . (2)

Под действием нагрузки РО в оболочке устанавливается невозмущен

ное состоя н ие , х а р актеризующееся вектором перем ещения ио и тензором

упругих напряжен ий 00. Исходное состсяние оболоч ки , как обычно,

определяется из линейных уравнений теории УПРУГОСТИ при поверхност

ных условиях, написанных без учета деформации поверхности, ограничи

вающей оболочку. Тогда характер истик и иевозмущенного состояни я будут

определяться из следующих уравнений равновесия и граничных условий

на повер хности оболо ч к 11.

л

t!o . .:10=

л

div 00 = О,

{
....
РО при аз = 17,
О п ри (J.з = -h.

(3)

(4)

л

Характер истик и возмущенного состояни я (ио + и , 0 0 + О, РО + Р,
-7 ~~

Но + М должны удовлетворять нелинейным ур авнени ям и краевым ус-

52



.ловиям на деформированной поверхности оболочки. Принимая возмуше

ния малыми, эти уравнения и граничные условия, аналогично работам

[1, 4, 8J, линезризуются. В результате получаются следующие линейные

уравнения возмущенного состояния [2J: в области, занимаемой оболочкой,

л л _

div [о + 00 (\7и)*] =0,

в области аз > h, вне тела оболочки,

(5)

- -rot h = О, div h = О. (6)

Решения уравнений (5) и (6) связаны следующими линеаризованными

условиями на поверхностях аз = ± h оболочки:

~ . ~o = {Р при аз = h, (7)
О при аз = - h,

- - - ....... ----+
ПО' [/1 + Н ( \7и)' + и (\7Н)] = О. (8)

Здесь

; = 2 (1~~) [ 12~E2~ div -; + \7 i7 + (\7 t7)* ];
_ _ л I - -
р = ПО • Т; T ik = ~ (Hkh; + H;hk - O;kh· Н);

(9)

(1О)

(13)

л ....

где Е - единичный тензор; '\1 - набла-оператор Гамильтона; (\7 и)" -
.... л

транспонированный тензор \7 и; Т - тензор напряжения ' Максвелла воз

мущенного состо я н и я.

Пусть для рассматриваемой оболочки справедлива гипотеза Кирх

гофа - Лява, согласно которой поверхностное условие (8) принимает вид

+ '[д( +) д( +]hз = А 1А 2 да ! А 2Н 1 W + да2 A 1H2 w) , (ll)

где индексом + здесь и далее отмечены значения соответствующих ве

личин на поверхности оболочки а з = .1.; А 1 = R; А 2 = R sin а;; w - про
гиб оболочки.

Индуцированное магнитное поле h в области '1.3 > h определяем,

решая уравнения (6) при условии (11) и условии затухания возмущений

на бесконечности. Эту задачу введен ием потенциальной функции Ф (al,
( 2) посредством

-
h = grad Ф (J2)

приводим 1< решению следующей внешней задачи Неймана в области

а.з > h для функции Ф :

дФ I +~lФ = О, а:;- = hз (a.I, '1. 2),
3 a.~= п

где ~1 - трехмерный оператор Лапласа. Решение задачи Нейманн (13)
определяется формулой Бьеркнеса [51 .

. Принимая гипотезу Кирхгофа - Лява и поступая- аналогичным обра

зом, к ак в классической теории оболочек, в силу (13) получим з а м к н у 

тую двумерную систему разрешающих интегро-днфференцн альных урав

нений устойчивости относительно перемещений точек срединной поверх

ности о бол оч ки . Ее решения должны удовлетворять услови ям в е прерыв

ности и однозначности н а сфер е .

На основе полученной системы р ассмотрим задачу усто йчивости

сферической оболочки в неоднородном магнитном поле Н, создаваемом

двумя параллельными кольцевыми постоянными токами (рисунок).

Такая система токов может фиксировать оболочку в пространстве бес

контактно [3].
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(15)

(l4}

....-

..
'"

Невоэмущенное магнитное поле системы свер хп роводяща я оболочка
В IПОК найдется методом изображений [6, 7]. В итоге н а повер хности

сферы 17. 3 = h для компонент результирующего невозмущенного магнит-
2 ~ 2

ного поля С точностью г; + а; » R пол учаются выражен ия

н: =0, Ht =0,

[
2 2 ( 2 5R 2 ) ]3 у .а . y;z;a;

НТ = -- ~ ~ 2 • ~) 3/2 + ~ ( 2 2)3/2 cosе s i п е .
с "::"' (a; + z; ~ a ;+z;

; = , ;= \

Подставляя (14) в (10) , оп ределяем нер авномерно р аспределенные

поверхностные силы, действующие на оболочку вневозмущенном состоя

Н И !! . Проекция главного вектор а этих сил на вертикальную ось должна

уравновеш ив атьс я с илой тяжести оболочки

Q= 8 r: R '1' (h , где r - удельный вес матер иала

оболочки . Следовательно, условие бесконтакт

ног о удержани я оболочк и кольцевыми токами

можно представ ить в в иде

[
2('2 ~ ) 3/2 ] [1+ Y2a~ а~ + г~ 1+

Yj a l а2 + z2

2( ~ ")5/2]Y'1 z2a2 aj + Zj _+ ~ --- -
y\zj aj a~+ z~

41h~2 (ai + Z~ )4 .
З",RУ jZ , а l

в исходную систему (5) входят неизвестные напр яжения невозмущен

ного состоя н и я . Их определ яем, решая задачу (3)-(4). На основе (14)
и решен ий граничных задач (1 3) и (3)-(4) р ассматриваемая задача ус

той чивости сводится К исследованию следующего интегро-дифференци

ального уравнения относительно перемещения w:

[02(1 + ])2 + 1 ](~ +2) ~' + ~~: (L\+ l - у){[(1 + ЗЗ~~ aa~2J ~~ -

8~ ao421 204~ (' 1 2 ~ дА2) д2ш 8042 (- -- д tiw-- 1 + - - --- 1+
9А[ <:1 , ЗА i А , arLJ a<l i 304 1

5~ дА 2) aF } 4QoR (~ ti _ 1_ '1\ { Г-1 дА 2 _+ А } да l да , + Eh ЗR2 ) .lA[ да }

, ( lЗА~)] 5А2 дW + A~ ( 10 ~ дА2 ) д 2ш ++ l O~ 1- 1004 2 -A- aal А 2 1+Alh -д 2
,1 1 1 I а .

+ 4[1 _ ЗА~ + IO;~ дА 2 (1_. 5A ~') ] w } = о (16)
2Ат 04 1 дl . 2А т '

где приняты следующие обозначени я:

F = Ь{Jlr:- In ( 1+~ ) ) ~ [(1 + 5~ сов ё ) w «. '1J) s i n2~ ] d~d"IJ;

гб = 2 (1- cos60); сов 60= сов ~ cos 11\+ sin ~ sin 111 cos (\i - I1! );

91tYTa~ [ Y2a~ (ат + zi )3/212.
qo = 2 ( 2 2) 3 1+ --9- -2-2" '

32с Ql +ZI У,а! a2+ zZ

z(R l Y2Z2a~ (ai + zT)5/ZJ l l У2Q~ (Qт +zi )3/21-1
е = - ?--2 1+--2 - 2--2 +--2 - 2--2 ;
, aj-f·z , y\z ,Q, a2+zz У, а, a2 + zZ
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0= 3Rz(;'1. _ ,,2);t,= А~2[д~I(::д~I)+ д:J~zl д~2)} (17)

Решение уравнения (16) представим в виде разложеНI!Я

w=C~iwnPnk(COSctl»)COSkct '1. (k <n, ё=1, 2 . ..), (18)

где wn - неизвестные коэффициенты; Pnk (х) - присоединенные функции

Лежандра.

Подставляя (18) в уравнение (16) и используя обычный процесс

ортогоналиэаци и , получим регулярную бесконечную систему однородных

алгебраическ их уравнений относительно W N • ИЗ условия существования

нетривиального решения этой системы и из условия (15) бесконтактного

удержан ия оболочки в первом приближении получается следующая си

стема алгебраических уравнений относительно критических зн ачений. .
!JI, У2 кольцевых токов :

2 (? 2) 3/2' 2 ( 2 2)3 /2' 4 ~' V2E1![( 2 2) (2 2) J3/ 2
аl az + 22 , УI + а » 0:1 -1- 21 У2 = "3 ~ йl + 21 02 + 22 Bik,

'1.( '1. 2) 5/2' 2( 2 2)5/2 ' IС V}l[(aT +zi)(a~+z~)] 5/2
Zjal а2 + 22 УI + г2а2 аl + 2j , У2 = -- ER -

~~ Bik '

(19)
где

2 ' (I'i - 2) Р + 02 (I'i - 1)2] 1 { [2ё 6 -
Bik = (\ _ 1+ '1) A ki Aki = (2! - 1) (2i + 3) i (2i + 1)

- 11 ё5 - 20i4 - 7i З - 8i2 + 8ё + k 2 (10i 4 + 3li3 + ё 2 - ЗОi + 12)] +
+ I л~ ~~t~ ~ [2ё 4 + 4i3

- 2ё - k2(2i 2 + 2i - 3)]}: )'i = i (i + 1).

Из (19), в частном случае, когда аl = а2 = а, 2 1 = 1221 = 2, для

тически х значений получаются следующие формулы:

у', 2Bik V2Eh [ 31 (а
2 + z2)5/2 ]

- (а 2 + 22) 3/ 2 +
С = 3а 2 nR 8EzBtk '

• - [ ( 2 2)5/ 2 1У2 = 2Bik V2Eh (а2 + г2)3/ 2 _ 31 а + z ? •

С 3а2 nR 8EzBZk

Минимум функции y~ (ё, k) , как видно из (21), достиг ается при

2 3 '( (а2 + z2) ?
В >- min B,7k = Ь2

ik = 8Ez ~
(i . k )

и составляет

(20)

кри-

(21)

(22)

(23)

Легко заметить, что при услов ии (22) имеет место у; = о и i « а
2

•
В силу этого из (22) и (23) окончательно имеем

. y~ 4аЬ V2Eh . '
ппп с = 3 -:;i[ , mШУ2 = О, (24)

где величин а Ь согласно (22) яв ляется минимальным значением функции

В ik по В олновым числам i и k.
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О ПРОСТРАНСТВЕННОМ ВЫПУЧИВАНИИ УПРУГИХ

СТЕРЖНЕВЫХ ТОКОПРОВОДОВ

ВО ВНЕШНЕМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Задачи устойч и вости токонесущи х стержней р а сс м атр ив ались многими

исследователями . В работе [31 впервы е была установлена возможность

потери упругой устойчив ости стержня с током, обусловлен на я взаимо

де й ствием тока с со б ст в е н ны м магнит ным полем. Обзор раб от по устой 

чив ости токон есущи х стер жн ей прив еден в [7] . Вопросу влияния в неш 

него магнитного поля н а р аспространени е упругих волн в стержне с

повер хностным током посвящена работа [4].
В настоящей статье исследуется пространственная потеря устойчи

вости упругих стержней с током во внешнем магн итном поле не измен

ного н аправления. При этом исходим из общих нелинейны х ур а внений

статики пространствеННО-КрИВОJlинейных стержней с учетом следящих

сил электромагнитного происхождения, обусловленных взаимодействием

тока с внешним магнитным полем. Р а ссмотрим кон кретн ые з ада ч и

устойч ивости круглого кольца, а также плоской формы изгиба п р ямого

стержня при оп р еделенных на п р авлениях в е ктора и ндукции вн ешнего

магнитного поля .

1. Рассмотрим тонкий упругий электропроводный нефер ром а гн итный

стержен ь, по котор ому течет постоянны й эл ектрический то к силы 10,
находящийся во внешнем одно родном м агнитном пол е с вектором и нду к-

цИИ ВО неизменн ого направлен ия. Ток в стержн е сч ит а ется не сильн ы м ,

что позволяет не учитыва ть собствен ное м аг н итн ое пол е, и ндуц и рован

ное элект рома гн итное поле , а та кже возмож ные темпер атурн ые эффек ты ,

обусловле н н ые джоул евы м теплом .

В следств ие взаимоде йстви я тока с внешним маг н итным полем на
- ~ -

стержень действует пондеромоторная сила Ампер а F = Jo х Во. котор а я

в конечном итоге может привести к потере упругой УСТОЙ ЧИВОСТИ стержн я .

для описания деформации стержн я в ведем подвижную систем у ко--
орди на т 1'] 1, 1'] 2, 1'] 3 С ортам и ет , жестко с вяз а н ную с попереч ным и се ч е -

н иями стерж ня. Н ачало коорд ин ат поместим в це нтре тяжести площади

поперечного сеч ения стер жня , ось 1']1 н ап р авим вдол ь ка с ател ьной к осе

во й л и н ии стер жн я , оси 1'] 2, 1'] 3 - по главным центр а льным ося м инерции

[5, 8]. Все величины, меняющиес я вдоль осевой л и н и и стерж ня, предста

в им в виде функции от длины дуги l осевой лин ии.

Пусть ста - орты подвижной системы недеформиров анного состо я ни я

стержня, связанные с ортами Ст соотношениями

(1 )
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