
(2) (1) э , , (1) ..
1.1 = со аIЗ-СО al2-allu, Л2 = ~c-a!2CO -аlIU ,

Таким образом, получены выражения для распределения концентрации

диффундирующего вещества (11)-(12) и компонентов тензора напряжений

в слое и полупространстве (10).

1. Архаров В. 1. Суча снi уявлення про явиша дифуз i i речовини в твердому

ста н], - Фгзика твердого тiла, 1972, вип. 2, С. 3-18.
2. Лирье А. 11. Теория упругости. - М.: Наука, 1970.-939 с.

3. Подсгригач Я. С., Шевчук П. Р. Вариационна я форма теории термодиффу-

зионных . пропессов в деформируемом твердом теле. - Прикл. математика и

механика, ]964,33, М2 4, С . 774-776.

Ин-т прикладных проблеи механики

и математики АН УССР, Львов

УДК 539.3: 538,54

А. Р. Гачкевич, Б. И. Чорный

НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ПОЛЯ

И НАПРЯЖЕНИЯ В ЭЛЕКТРОПРОВОДНОЙ ПЛАСТИНЕ.

НАГРЕВАЕМОй ЛИНЕйНЫМ ИНДУКТОРОМ

Получено 24.01.84.

Рассматривается электропроводная упругая пластина толщины 2h, в

области которой (обл асть D) отсутствуют «сторон н ие» заряды и токи.

Пластина помещена в диэлектрическую среду (области Dt ) и подвер

гается воздействию установившегося высокочастотного электромаг

нитного поля, создаваемого единичным линейным проводником с током

(индуктором) параллельным поверхности пластины. Ставится задача об

определении электромагнитного поля, соответствующего ем у джоулева

тепла, температурного поля и напряжений при данной схеме индукцион

ного нагрева .

На первом этапе решения такой комплексной задачи, т . е. при опре

делении электромагнитного поля, исходим из уравнений электродина

мики, записанных относительно амплитуд напряженносгей электрического

поля Ё~, Е в областях внешней среды и пластины [3]. Вводя прямо
угольную декартовую систему безразмерных (отнесенных к h) координат

{XI, Х2, г l таким образом, чтобы ось Х] совпала с направлением тока

в проводнике. а плоскость z = О - со срединной плоскостью пластины,

амплитуду плотности тока в индукторе представим в виде

->:+
/0

.. .....
joo (Х2) О (г - го ':-1) il, (1)

где о (х) - дельта-функция Дирака; го - расстояние от проводника до

нагреваемой поверхности пластины. В этом случае отличными от нуля

будут только составляющие Еб\, Е 1 амплитудЕ~,Е.Для их определения
имеем следующую систему уравнений [3]:

(
д22 + д: + k5) E~l = { iW}J-оh2jоо~Х2) О (z - го - 1) в D't. (2)
дг дХ2 О В Do,

[ 02 (~ +~) - .!... ] E l ={) в о,• az 2 дx~ 2

граничных условий на поверхностях г = ± 1 пластины

д д

Е 1 = Efl' дi E 1 = f1. дi Еб1 ,

(3)

(4)

1{ которым присоединяются условия на бесконечности (условия излуче

ния [3]).
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(5)

Здесь Df; - области внешние по отношению к поверхностям z = ± 1
пластины; [1, = [1/[10; k6 = 80[1ош 2h 2 ; О, = V2/o[1ш/2h - параметр относи
тельной глубины проникновения индукционных токов; 80, 8, [10, [1

диэлектрическая и магнитная проницаемости внешней среды и пластины;

ш - углова? частота; G - коэффициент электропроводности.

При высокочастотном электромагнитном воздействии задача (2)
(4) в связи с малостью параметра 6, (6. «1) является сингулярно

возмущенной. Согласно методике, изложенной в работе [5] , решение

такой задачи представляется в виде асимптотических разложений в

степенные ряды по малому параметру 6.. При этом коэффициенты

разложения для области пластины строятся в окрестности поверхности

г = 1 как функции типа погранслоя и последовательно определяются с

помощью рекуррентных соотношений через решения соответствующих

краевых задач для области внешней среды Dt. Применив эту методику
и используя преобразование Фурье по переменной Х2, получаем в пре

небрежении токами смещения в области внешней среды (kg =0) [4]
следующее решение исходной задачи (2) - (4):

1+ i f / (О) ( 1 ') ~ 1(!) [, (2 1) I - i ]
Е, =--2a~\ 1 - -' [1.0.1 - t 2р.,- --2-С Х

Х 02/(·2) + 1e-y i72::" ...f .
Здесь : = (1 - z)(6,;

/(0) iO Zo • /(,1) = z6 - x~ /0). (2 ) 2 (z5 - 3x~) (О)
, = -? 2' Z (z2+ х2\ 1 ,11 = ( ? 2)? 11 . (6)

1t Z(j + Х2 О О 2;' Z(j + Х2 -

cr • •
При определении джоулева тепла в пластине Q= '2 Е ,Е, (Е I -

комплексно сопряженная к Е, функция) ограничимся рассмотрением

трех членов решения (5). Тогда имеем

e-~ 00

Q(Х2, z) = ---;2'" ~ qk (Х2Н k, (7)
4а о , k=O

где

() /(О ) ' 2 ~ (/ {O) ~ 1('») /(1)qO .'(2 = 1 - [1.0, 1 - [1/'.' 1-

_ 03 (21.12 _ 1) [21.1 /(1) _ о (21.12 _1) 1(2)] 1(2).
'" ,* ' * I >11 \~ 1 1,

(Х ) = - 02 [/0) _ 21.1 0/(1) + 02 (21.1 2_ 1) /2)] /2).
ql 2 . *' 1 I *' • I '" \., 1 1,

1 4 (2)'
q2 (Х2) = "2 оJ , .

На рис . 1 в виде графиков представлены результаты численных ис

следований распределения джоулева тепла (ФУНКLl.ии о, = ;~ Q) на ли-

девой поверхности z = 1 пластины в направлении координаты Х2 в зави

симости от изменения параметров zo и О.' Расчеты выполнялись для
пластины из неферромагнитного материала ([1. = 1) при О. = О, 1 и

.zu = 2; 3 (соответственно кривые 1 и 2).
Переходя теперь к определению температурного поля в пластине,

примем, что на ее поверхностя-х г= ± 1 имеет место конвективный тепло

. о бм ен с внешней средой. Температура внешней среды считается постоян

.н о й и равной начальной температуре пластины. Тогда искомое темпера.

гурное поле Т = Т (Х2, г, т) определяется из решения эадачи теплопро

водности [3]:

(8)



TI ~=o= О, (Jz ± Bi±)T/z=±1 =0," (9)

I

2

Рис. 1.

h2 а •
где Qo = т Q; 1: = h2 t - кр итер ии Фурье; t - время ; Л , а - коэффициен-

ты тепл о- и температу ропроводности; Bi ± = hH ±- критерии Био; Н±

коэффициенты теплоотдачи с поверхностей г = ± 1.
для решения задачи (8), q.

(9) последовательно примен им

конечное интегральное п реоб

разование по ТОЛLЦинной коор 

дин ате 2 [ 1] и преобразование

Фурье по переменной Х2 . В ре

зул ьтате п ри ходим к довольно

громоздкому решению в квад 

ратурах, вы ч исление несобет 

венных интегр алов в кото ром

удаетс я п роизвести только дл я

стациона рного случа я (Т-.:>о) .

С целью упрощения р асчетны х

фор мул температуры, и как

следств ие напряжений, исполь

зуем то обстоятел ьство, что ха 

р а ктер р асп редел ен и я джоуле

вы х тепл овыделений на поверх

ности пл астины с уменьшением

зн ач ен и й параметров ()* и 20

приближаетсв к га уссовом у

р а сп ределению (см. ри с. 1).
Поэтому, ап проксимируя !10·
верхносгное зн ачение джоулев а

тепла экспонен циальной функ

цией вида
·2
10 _х'1 /Ь 1

Р (Х2) = - Ае 2
4а8 '1 I.

п олучим такое решение задачи теплопроводности (8), (9):
ее

T =t.K ~ фт (z) Fm (X2, 1:) ,
m= 1

(10)

(11)

где

i~h2 У -А Ь
t. =--;г; К= 1 ~8-:-; Фm(z)=Вi-siП ~m(l + z)+~тcos~т(l +г); -

Рт
Fт (Х '1, 1: ) = ~ rn 11 Фm 11 2[А (Х2, Ь, ~m)-

_ А (х? V b2 + 41: R )] e(b ~m/2) 2. р = 'Рт + 8}то/т.
- , , t'm ,т I + 8 2~2 ,

• т

<Рm = ~m cos 2рrn + Bj- sin 2 ~ т; 'fт = Рт sin 2Рт - Bi- cos 2Рт;

[

~ 2 + ( В'-)2 ]
11Фт 1/2 = p~ + (Bi-)2 -1-- +Bi- + Bi+ т2 (1 + )2;

~т+ в:

1\ (х, а, ~) = e~X егУс (i + :) + e-~X епс ( а: - : );
Рrn- неотрипательные корн и уравнения ( р 2_ Bi +Bi-) tg2~ = (Bi + + Bi- ) р .

Пр и этом фигурирующие в в ыр ажени и (l O) " KOHCTa HTbI А и Ь определ я 

ются следующим образом. Константа А - из соотношения

4:;82

А= ~Q (Х2 = О , г = 1), (12)
10

4 5"258
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а константа Ь - из условия совпадения суммарных по координате Х2
тепловыделений в пластине для исходного распределении и полученного
на основании аппроксимации, т. е. условия

ХО \"0

SQ(xz, г= 1)dx z= S P(xz)dxz.
о u

(1 3)

(14)

Q(X2, г = 1)

Отметим, что величина верхнего предела интегрирования хо, вообще

говоря, должна быть равна бесконечности, но так как основная часть

джоулевых тепловыделений сосредоточен а в зоне близкой к сечен ию

Xz = О, то значен ие параметр а Ха практически можно определять с по

мощью соотношен ия

Q(xz=Xo. z=1)=0..Q(xz=0, г =1),

где IX. - заданная величина отклонения значения функции

в точке Х2 = ХА от ее максимального значения.

В частности, для 0.. = 1 /е = 0,368 и О . = 0,1 из соотношения (14)
имеем хо = О,847г0 и соответственно из условия (13) - Ь = О, 802г0 • . Если

же ха --+ СХ) , то для того же значения О. = 0,1 получаем Ь = О,934г0.

На рис. 1 для сравнения нанесены графики аппроксимирующей

функции Р (Х2), соответствующие з н а чен ия м константы Ь, вычисленным

при Хо-+ОО (штриховая линия) и хо=0,847 20 (штрих-пунктирная линия).

Как видно, лучшее приближение в основной части зоны нагрева дает

аппроксимация при ха, определяемом на основании соотношения (14).
Проведенное также численное сравнение значений температуры,

полученных на основании формулы (11) для случая "с-+ОО, со ан ачен H5r

ми стационарного температурного поля, найденного исходя из джоуле

вых тепловых источников (7), показало, что при этом погрешность не

превышает погрешности приближения исходного выражения джоулев а

тепла функцией (10).
Температурные напряжения в пластине найдем для случая, когда

краевые сечения Xl=X"! -+±оо жестко защемлены, а xz=x~ -+±оо
свободны от внешних усилий. Тогда пластина н аходится в условиях

плоской деформации, и, согласно [2], для отличных от нуля компонент

напряжений имеем

атЕ
0 11 ='l022 - а тЕТ , ОZ2= Г=-~(Т I +ZTz-Т). (1 5)

Здесь IXт - коэффициент линейного теплового расширения; '1 - коэф-

1 I 3
фициент Пуассона; Е - модуль упругости ; Т 1 = "2 S Tdz, Т» = "2 х

- 1
t

Х SzTdz - характеристики усреднения температурного поля.

-1
Интегрируя в соответств и и с определением Т t И Т Z выражение тем

пературного поля (11), соотношения (15) запишем окончательно в виде

а ес

011= l-=уК:Е ['1 (Фtm + ZФZm)-Фm(z)]Fm(хz, т),

m=1 (16)
а 00

OZZ=l~vK ~ [Фtm+ZФZm-Фm(z)]Fm(хz, 1: ),
m=!

где

Е! (1'. - 1 [ • 2':> . (1 ') ':! ) l'
а. = ат .; ~'1т - 2Рm <Рm SIП Рm + фm - COS - }'m , ,

3
Ф2m = - 2- ( <Рm (l - ~m sin 2~m - cos 2~m) + \)1т [~m (l + cos 2~m) - sin 2,'3 111] )

2Рm

На риr . 2-5 проиллюстрированы результаты численных исследова

ний напряжений ;ji = ои/а. U= 1, 2) в пластине из материала Ст Х 18Н 9Т

для моментов Времени t = 0,1; 0,5; 2; 10; 60 с (сооответственно KpiBbIe
1-5). При этом на рис. 2 и 3 приведены графики изменения нанряже-
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ний a;i на лицевой поверхности пластины по координате Х2,а на риС .4
и 5 - в сечении Х2 = О по толщине пластины. Расчеты выполнялись при

значениях параметров О, = 0,1 и 20 = 2, а также константы Ь = О,802г0 .

Коэффициенты теплоотдачи с поверхностей пластины принимались Bi+ =
= Bi- = В i = О, J; 1 (соответственно сплошные и штриховые линии) .

I

ii----........ t ~ 0,083 с
/

-'.2 o!C-
v
-----

·б'

"

Рис. 2. Рис. 3.

о {-1

/

/ -,
_ ..... / 2..... - ............ _

.... ....... -....... -
........... ---------------

0.11

0.055

Рис. 4. Рис. 5.
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