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Поскольку ряд 2: в, СХОДИТСЯ, то сходится произведени е П (l + B i ) и, та-
~O ~a

ким образом, последовательности (P2nj , {P2n+ 1j , (Q2nj , (Q2n+ l} ограни

чены. Кроме того, эти последовательности стремятся к конечному пре

дел у, что док азывается аналогично, как и в работе [4].
Из формулы (5) получаем, что

lim (РпQп-l - Pn-1Q n) =F О ,
п- 00

тем самым четные и нечетные подходящие дроби ДЦД (1) сходятся к раз

ным пределам, поэтому ДЦД (I) расходится .

1. Боднар д. Н., КУ'lмuнекая Х . Н. О сходим ост и разл ожени я ФУНКЦИИ двух пере

менных в соответствующую в етвящуюся цеп ную дробь . - Мат. м етоды и физ. 

мех. поля , 1980, в ып, 11 , с . 3-6.
2. КУЧJ.lUнекая Х . Н . Приближение функци й двух п ер еменны х двумер ным и цеп

ными дробями. - В кн .: Междуна р . кои ф. п о теор и и п р и ближени я функци й ,

СССР, Киев, 30 м ая - 6 июня 1983 Г .: Тез . докл . Киев : Ин-т м атем . АН УССР ,

1983, с . 110.
3. Хованский А. Н. Прил ожеине цепных др обей и и х обобщени й к воп р оса м при

ближенного а н а лиза. - М. : Гостехиздат, 1956.-203 с.

4. Siemaszk o W . Оп some с оп опюпэ for сопvегgепсе of Ьгапспес сопtiпuеd fra ct ions. -
Lect. Notes Math., 198], 888, р . 367-370.

Ин-т прикладных проблем механики

и м атематики АН УССР, Л ьвов

УДК 539.377

В. А. Шевчук

МЕТОДИКА ЧИСЛЕННОГО РАСЧЕТА ПРОЦЕССА

ДИФФУЗИОННОГО НАСЫЩЕНИЯ СФЕРИЧЕСКИХ
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ПРОЦЕССОВ ДЕФОРМАЦИИ И ДИФФУЗИИ ВЕЩЕСТВА

Диффузионное насыщение поверхности мет аллически х изделий соответ 

ствующим и химическими элементами является одним нз ОСНовны х спо

собов получения защитных покр ытий, которые используются для повы

шения долговечности 11 н адежн ости деталей машин . придания и м

необходимы х физико - химических свой ств. Для расчета н апряженног о

состо я н и я н режима об р азо в а н и я дифф узионны х пок р ы т и й может быть

исполь зована мат ематическ ая модель, пр иведенн а я в работ е [1], которая

позволяет уч итыв а ть взаимосвязь пропессов деформации и диффузии

вещества.

Система дифференциальных уравнений и кр аевых условий, о п и с ы 

вающих процесс диффузионного насыщения, представляет собой слож 

н ую краевую задачу математической физи к и. Аналитическое решение

может быть получено лишь для некоторых частных зада ч такого рода ,

а для большинства практически важных случаев получение аналити

ческого решения крайне затруднено. Поэтому представляется uелесооб

разным применение численных методов, ориентированных н а современ

ные мощные ЭВМ.

В данной работе для решения н естационариой вз а и мосв язан н о й

задвчи о диффузионном насыщении сферических дефор м и руем ы х твер

дых тел для случая центральной симметрии предложена схема числен

ного расчета, основанная н а сведении исходной системы уравнений и

краевых условий к решению некоторой неклассической краевой з ада ч и

для физической переменной (концентрациидиффундирующеговещества)

и последующему определению механических персменных (перемещений

I.f напряжений) через решение этой неклассической краевой задачи .

Для центральносимметричной задачи, в изотермическом случае,

в предположении , что время релаксации механически х пропессов з н а ч и 

тельно меньше времени релаксации процессов, связанных с переНОСО\1
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массы, система дифференциальных уравнений, учитывающих взаимо

связь процессов деформации и диффузии вещества, имеет вид

д'!и +~~_2u_l+'1p' дс_ о (1)
д,2 , д, ,2 .} - '1 l' д, - ,

Ld (д
2с

+ ~ дс\ + Ld ('д
2

е + ~ де) = дс (2)
с д,~ , д, ) е а,2 г д, д-r;'

где и - радиальное перемещение; с - отклонение концентрации от рав

новесной; е - относительное объемное расширение; L - коэффициент,

характеризующий подвижность атомов растворенного вещества при

диффузии; v - коэффициент Пуассона; ~ - коэффициент линейного кон

центрационного расширения; а ., de - параметры, характеризующие из

менение химического потенциала с изменением соответственно концент

рации и деформации .

Рассматривается смешанн ая- задача: на одном участке границы

задаются перемещения, на другом - напряжения:

и Iru = и,

o"lrp=p,

(3)

(4)

На химический потенциал могут задаваться условия первого, вто

рого или третьего рода:

(9)

(8)

(f))

(6)

(7)

(10)

имеетрасширения

видуравнения равновесия (1) имеет

В 1+'1 ~ Г, 2
U = Аг + - + - - r cr dr.

,2 1- '1 ,2 J
г,

дЛЯ относительного объемногоСоответственно

место формула

(dce + dee) IT\ \, = <f/c,

д
дт (dce + dee) Ir 2\' = qco

:, (dce + dee) Iгз .~ = [1 (dce + d~e - <f/c),

где [1- коэффициент массоотдачи; Г" + Гр = r 1'{' + Г2<у + ГЗf = Г . При
этом предполагается, что в начальный момент [1]

cl ,=o = о.

Модель замыкается физическими соотношениями

E(I-'1) ди 2Е'! и E~

ОП = (1 - 2'1) (1 + '1) д, + (l - 2'1) (! + '1) -, - 1 - 2'1 с,

е- да Е и ЕВ

Оео = О\'\' = "'"'"(1--=2-='1)-("'-'+ '1) д, + (1 _ 2'1) (1 + '1) -,:- - 1 ---.: 2'1 С.

Приведение к неклассической краевой задаче для концентрации

осуществляется путем исключения механической переменной - объем

ной деформации из уравнения диффузии и граничных УСЛОЕИЙ на хими

ческий потенциал.

Общее решение

1+ '1 11е = ЗА + ~ ]_ '1 С. ( )

Определив константы А, В, путем удовлетворения механических

граничных условий (3), (4) с учетом обобщенного закона Гука (9) и
подставив объемную деформацию по формуле (11) в уравнение диф
фузии (2) и граничные условия (5), (6), (7), получим неклассическую

задачу для концентрации с:

L (d +} + '1 ~d ) (д
2с + ~ дс) = ~ (12)

с 1_ '1 е. д,2 , д, . д", ,
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(l3)

дс "
А 2 дг + В2С + Р2 Scr2dr - О2 = О при r == Г2,

"

(14)

где выражения для констант Ai , Вл, Fi , О; (i = 1, 2) определяются кон

кретным видом граничных условий (3)-(7).
Особенностьюданной неклассической краевой задачи является нело

кальное краевое условие, включающее интеграл по всей области опреде

ления функции концентрации.

Напряжения явно выражаются через концентрацию путем исполь

зования решений уравнений равновесия и граничных условий на меха

нические переменные:

2ЕВ [ 1" 1'] оС1" = т-=-; -3--3 Scr2dr - -3--3 Scr2dr + С1",
'2-'1" ' -'1"

E~ [ 2 " ~ l' ] оС1<р<р = Оео =~ -3--3 SСГ-М + -3--3 S cr2dr + С1<Р<Р'
' 2-'1" ' -'1"

О О
где С1", С1'Р'!' - величины, зависящие только от вида граничных условий

на механические персменные (3), (4).
Таким образом, решение задачи сводится к определению концентра

ции из (12), (13), (8) и последующему вычислению напряжений по

формулам (14).
После разделения задачи механодиффузии в таком смысле для реше

ния неклассической краевой задачи для уравнения диффузионного типа

построена схема численного расчета, основанная на методе конечных

разностей [2J. Предполагая, что решение задачи существует, единственно

и обладает гладкостью, необходимой для аппроксимации, ищем сеточную

функцию с{ = с (Г{, 'tj), определенную в пространственно-временной сеточ
ной области (J)ht={J)h X{J)" {J)t=('tj=jtи, j=O,I, 2, ... },{J)h=(,,=rl+
+ (i - 1)h, i = I:7v, h = (Г2 - r1)/(N -1)}, и удовлетворяющуюконечно
разностным уравнениям:

(
l+v)(c41-2с~+С~-1 С4 1-С:_ 1 ) _ c~+1-4

L а, + ~de 1 _ '; h2 + h" - d't '

i = 2, N -1,
Н-I Н-3

- Зс~ +44 - с; k h ( k 2 ~ k 2 2 ~ k 2
Аl 2h +.В 1С I + F1-g- С1'1 + 4 t:l С21Г21 + 1=-1 С21+1'21+1 +

+ct,~) -О1 = О,

'2 Е г.;

'2 Е Гз".

Н-1 N-З

k h(k 2 \.; k 2 2-~-" k 2 ++ В2СН + Р2 3 С1'1 + 4 1=-1 С2/'21 + i~1 С21+1Г2/+1

+c~(1)-O:2=O,

с7 = о, i = 2, N - 1,
о

( 'fc-dееN

Idc + : +: ~de '

c~ = Qch
'1 ЕГ2'!' , 1 1+)'

3 ( dc+ 1 _ : ~de

'1 Е Г3,!" О,

о
Сl =

k k k .
зсN - 4CN_ 1 + CN_2

А2 2h
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0.;

1,6

Н а основе этой системы конечно-р азностных ур авнений построена

схема ч исленного р асчета , п о которо й выч исления организованы таким

об разом , что алгоритм представляет собой явн ую схему метода конеч 

ных р азностей, т . е . рас ч ет концентрации ведется по рекурре нтным соот

ношениям, что значительно облегч ает программ ирова н ие. Н апряжения

определяются п утем численного интегр проаан н я .

Данный алго р итм реализован в в иде комплекса фортран-подпрограмм

для ЭВМ М-4030 . На основе комплекса был п роизведен расчет концен

траци он ного поля и н апр яжен ного состоя ни я при диффузионном насы

щении сплошного шара при следующи х условиях : на хим ическ ий по тен

циал ставилос ь г р аничное условие первого рода и принималось. что

поверхность шара свободна от напряжений. На рисунке показано изме

нение безразмерной концентрации с' = C/('fe!de) на границе тела во вре

мен и t = Lde, lr~ при следующих значен иях пар аметров . '1 = 1/3, Те =
= - ~de!de = О ; 0,05; 0, 1; 0,1 5. Видно, что учет взаимосвязи пропессов

диффузии и деформаци и п р иводит к качественному изменению процесса

с . =0.15 диффузионного н асыщен и я : есл и при Те = О (несвя -

_--~::...C-'- занная зада ча - учитывается только вли яние диффу 
зи и на деформацию) концентрация постоянна во вре

IJ. 1 мени , то пр и Те =F О концентрац ия с' с течением вр е
_-----....:.L:. мен и монотонно возрастает, приближаясь к зна чен ию

1,2 _-------=O:.:.:.O~5 в установившемся режиме - максимальной раствори-
}- o.~.o::... мости диффундирующего компонента при данных

условиях , причем начальное зн а чен ие с' на границе
Од IL-_~ _~__. о I р ав н о

I( 1+" )1 I-I_,/Ie'
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Б. И. Сенчина

ИССЛЕДОВАНИЕ СТАБИЛЬНОСТИ ДИФФУЗИОННЫХ

ПОКРЫТИЙ ПРИ НАЛИЧИИ ДРУГОЙ ФАЗЫ

При твердофазной химической реакции [1] возможна п ерестр ой ка

кр и стал л ической решетки ф азы, сост а в которо й путем предвар ительной

однофазной диффузии меняется до предел а стойкости твердо го ра створ а .

Е сли в одноф азном тве рдом растворе им еет место полиморфное пр е 

образован и е, то увеличение концент р а ци и веществ а, с п особствующего

фа зовому переходу , в пригра нично й зон е выше определенного значения

при ведет к полиморфному фазовом у превр ащению в ЭТОЙ зоне, котор а я

будет ф азовоотличимой от обла ст и, где кон центра ци я диффундирующего

компонента еще н е достигла граничного зн а ч ен и я .

После фазовы х иревращений первого рода в области ново й ф азы,

отличающейся от исходной удельным объемом , могут появляться боль

шие градиенты химического потенциала , существенно влияющие на

диффузионные процессы в окрестности этой области. В случае диф

фузионных . покрытий фазовые превращения в приповерхностном слое

м о гут существенно влиять на стабильность покрытий (диффузионное

рассасывание «защитн ых» компонентов).

С целью ан алитического описания таких пропессов запишем исход

ные соот ношен ия для исследования диффузионного насыщения во вза-
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