
Для аппроксимации

e~ ::::::: ~ (Sh(a
1
_ х)

формула (1 4) будет и меть вид

(25)

(2)

f . (1, а) = f~ · m .i .i (1, а) = +И ·т (l , а) + f~, j (1, а) ] . (26)

Аппроксимаци я (25) эначительно увеличи вает точность вычислени я ор и­

г ииал а . Погрешность п риближенного вычислен ия ор и г инала в этом слу­

чае равн а

If . (1, а) - f . (1) 1-< е-4 а If. (51 ) + e-4Df. (9t) + ..·1. (27)
дл я огр анич енной функции (1 f. (1) I -< С) неравенств о (27) примет вид

If.(t, a) - f. (t) I -< Се-4а l l + e-4а + .. .]. (28)

И з рассмотренных ап п рокс и маций наименьшую погрешность обеспечивает

апп роксимаци я (4).
Случай апп роксимаци и (1 8) был рассмотрен в (7].
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ОБОСНОВАНИЕ ДРОБНО-РАЦИОНАЛЬНblХ численных

МЕТОДОВ УСТОЙЧИВОЙ КОРРЕКЦИИ

В работе иссл едуетс я а ктуальн ая задача обоснован и я реш ения с истем

жестких диффере нциал ьных ура внен и й . В отличие от известны х

результатов рассматриваются явные устойч и вые реализации нея вных

дробно-рацион альн ых алгор итмов . Основной резул ьтат ра боты состоит

в построении конкретных пр имеров неявных устойч ивы х дробно-рацйо ­

н альных отоб р ажен ий дифференцируемых функци й , до п vска ющих

явную реализацию в виде простых устойчи вых итераци й [1, 2].
1. Пусть у (х ) есть m+ 1 раз дифференци р уемая фун кция , предс тав­

ленная формул ой Обрешкова [2] в виде

т s

Y~~I = у" + ~ (_l)S+lY~S~ l';- + о (hm+ I) . (1)
1= \ . 5 ,

Образуем ее неявные дробно- рациональные отображения

Alm ]
[ т] ,,+\ '

Уn+l = Уn + В [т] ,
n+1
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где

(4)

(3)(k = 1, т)

2y~~ ly~z.+11-5) ( 1 m [! (т) 1Z\
s! (2т - s)1 + -) ПiТ Уn+! J;

J)nz=2,3,4, ... ,
21< {rn-l

2) A~~) = 2: f~2m-l ~ (_ 1)5+1
m=1 5= 1

2k

3) B[~k] _ \-. _'_hm - 1 (т) •
,,+1 -..::....J т! y,,+I,

m=1

4) 4 [2k + I] _ A l 2k ] + L[2k+I],. ,,+1 - ,,+ 1 ,,+ 1 ,

5) B~::tl] = B~~) + fJ- 2k+lh2k+I!J~~tl);

{

k + l 2 (,) (2k+2-,)
б) L[ 2k +I] = f 2k+1 \~ (_ ]г ' У,,+IУ"+l +

,,+1 ~ /=2 sl(2k+2-s)!

( 1). (2k + 1) k [1 .(k) ]2}+ fJ- ~k+1 + (2k +- 1)1 y,,+IY,,+1 + (- 1) kТ у,,+, ;
k+l

7) - '\' (_1)5+1 2 I (1)k 1
fJ-2k+ 1 - ,":::2 sl (2k + 2 - s)1 (2k + 1)1 + - (k!)2 •

Дробно-рациональные отображения (2) дифференцируемой функции

(1) при любом т = 2, 3, 4, ... характеризуются свойствами А-устойчи­

вости, устойчивости по правой части и численной устойчивости.

Определение. Вычислительный алгоритм

[ml F ( h (k) (k) \
у,,+! = . Х", Уn, ,Уn, Уn+l]

называется численно устойчивым, если

I!Л~l - Y~~l I< еп,
где

1) 0<(1.<1;

2 -[т] . F ( h (k) (k) ).
) У,,+I = ХN , У" + €, , у" + €ctk, Yn+I,

З) СЧ, h - произвольные числа.

Введенная этим определением численная устойчивость вычисли­
тельного алгоритма имеет смысл независимости возмущения решения

на данном шаге вычислений от ограниченного возмущения (в преде­

ла х заданной точности) входной информации на предыдущем шаге

вычислений. Если вычислительный алгоритм обладает свойством

численной устойчивости. то это влечет за собой соответствие друг

другу теоретической и фактической его устойчивости в процессе вычи­

слительного эксперимента. Лишь в этом случае теоретические прог­

нозы выбора длины очередного шага интегрирования соответствуют

реальной ситуации вычислений .

На конкретных примерах вычислительных алгоритмов 2-го - б-го

порядков изучим их свойства и возможности реализации с помощью

простых итераций.

2. Рассмотрим вычислительный алгоритм 2-го порядка

(5)
[2]

уn+ 1 = !Jn + ---'----,'--'--h (!J~+!)2
. 1.
Уn+l + 2"hYn+l

Проверим его на согласованность со вторым порядком точности, т. е.

оценим со вторым порядком разность y~~Ol] - у~:г.l' где y~~~J = у" +
• I 2·+ hyn+ 1 - 2" fZ!J,,+ I + О (hЗ ) . Тогда

[2]
[2.0] [2] а,,+l

Уn+I -Уn+l = . 1 ••

Уn+ l + 2" hYn+l

3 5-258 33



где

a~~1 = (hY~+I- ~ h
2
Y:+I) (Y~+1 + i-hУ:+l) -h {Y~+1)2 =

( • )2 1 3 ( ")2 ( ')2= hYn+l - Th Уn+l - h Уn+1 = О(h З) .

далее исследуем вычислительный алгоритм (5) на устойчивость по

отношению модельного дифференци ального уравнения У' = - ьн (Ре л >
> О), приняв обозначение г = hЛ. Легко видеть, что hY~+1 = - гУn+1

2 .. 2
И 11 Уn+1 = г Yn+l, а поэтому из (5) получаем

(6)

характе-

1
1-22

или Уn+! = t !/n.
1+"22

(5) является А-устойчивым и

Уn+1 = Уn - ( 1 2) ,
2-"22 Уn+ l

т. е. вычислительный алгоритм

ризуетсяоператорнойфункцией

1
1-22

о, (г) = 1 (7)
1+22

Вычислительный алгоритм (5) неявный . Поэтому рассмотрим его яв­

ную реализацию методом простой А-устойчивой итерации в виде

[2] + h (Y~+1,m)2 (8)
Yn+I,m+l = Уn. 1_

Уn+ l ,m +2 hYn+1.m

где m - игерационный индекс и Y~~I.o - начальное приближение. для
обеспечения А-устойчивости простых итераций в виде (8) исследуем вы­

числительный алгоритм (8) на устойчивость на каждом шаге игерацион-

нога процесса m = О, k. Тогда по отн ошению к модельному дифферен­
циальному уравнению У' = - лу(Rе л> О) на первом шаге итерационного

процесса получаем, что

[2] h (Y~+I.O)2
Уn+l.1 -,- Уn + -----'--;--'---, 1 ..

Yn+1 0+ yhYn+I.Q

где

Y~~1.0 = D 20М,Уn;
Отсюда очевидно,

• 2 • 2
hYn+I.0 = - zD20 (г) Уn; h Yn+I.O = г D 20 (г) Уn.

что на первом шаге простых итераций (8)

(9)

= D 20 (г).

2
D21 (г) = 1 - D20 (г) I

1-22

И операторная функция D21(г), которой характеризуется первый шаг итера­

ционного процесса, будет А-допустимой только при специальном выборе

операторной функции D 20 (г), которой характеризуется начальное прибли­

жение Y~~1 .0. Среди других возможных случаев выбора начального нри­
ближения оптимальным является такое Y~~I.O, которое характеризуется
операторной функцией (7.), так к ак тогда

I
1-22

D 21(а) = 1 - I ----,--

1+ 2"2
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(10)

В качестве такого начального приближения можно взять [Г, 2]

[~ h (y~)2
Уn 1,0 = Уn +. 1 N

Yn - T l1yn

В этом случае соотношение (9) показывает, что на любой итерации вы­

числительный процесс (8), (10) характеризуется А-допустимой оператор­

ной функцией (7). Следовательно, игерационная процелура (8), (10) является

А-допустимой на любом шаге вычислений . Более того, она одновременно

является и численно устойчивой, так как

h (Y~+l.m)2
. 1 .

Yn+l ,m + ThYn+l,т

-[~l 1 +Yn+l.m+l = Уn Т ~ ----'--'-;-'---

а тогда

IY~=?l.m+I - У~~I.т-r1 I= Е.
Заметим, что в вычислительном алгоритме (8), (1 О) имеется возмож­

ность обращения в нуль знаменателя при определенном соотношении

производных или их малости по абсолютной величине. Например, такая

ситуация возникает либо . при условии малости производных Y~+I,m
I •

и ?:hYn+l .т, либо при условии, когда они равны по абсолютной величи-

не, но противоположны по знаку. В первом случае по формуле (1)

Y~~I.m+1 -::::::::'Уn, т. е . следует в точке хn+ \ решению снова присваивать зна­
чение Уn . Во втором случае следует сначала вычислить знаменатель сле­

дующего по порядку вычислительного алгоритма и, когда он также равен

или близок к нулю, также полагать Y~~l.m+1 = Уn.
3. Рассмотрим вычислительный алгоритм 3-го порядка

( • ) 2 ~ 3 [' '" (') 21
[ 3] h Уn+ l + 4 h Уn+1Уn+l - Уn+1

Yn+I=Yn+ . 1 .. I 2т (11)
Уn+I + 2 hYn+1 + 12 /! Уn+I

Сначала проверим его на согласованность с третьим порядком точности,
[3.0] [3]

Т. е. оценим разность Уn+l - Yn+l, где

[3 О] '1 2" 1 3"
Уn+l = Уn +hYn+l - 'fh Уn+l +6"h Уn+1 + O(h4) .

Тогда

(3 .0] [3]
Уn+l - Уn+ 1 = ---,----'---'--------,-

где

[3]
аn+ l =

( . )2 1 h3 [.. т (") 2]-h Yn+l' - 4' Уn+lУn+l - Уn+l =

I 4" '" 5== 'fAh Yn+1Yn+l + О (h ).

Следовательно, локальная погрешность вычислительного алгоритма

(11) представляется в виде

[3]
Тn+! = (12)
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Далее исследуем ВЫЧИСЛИ1ельный алгоритм (J1) н а устойчи вость ,

примен яя его к решению модельного дифференциального уравнени я У ' =;

" 2 " 2 3 11/

= -),у ( Р е ), > О). Так к а к hYn+ l = - ZУn+ l, h !:/n+l = Z Уn+! и h !:/n+l=
= - zзуn+ \ , то в результате получим , что

I 1 2
1- 2 г + 12 г

Уn+ l = I I Уn, (13)
21+2" Z+I2 Z

т. е . требуемое доказательство е го А- устойчивости .

Вычислительный алгоритм (11 ) является неявным . Рассмотр им е го

явную реализацию с помощью простых итераций в виде

( , )2 J... З ( . ". ( " )21
[З] h Yn+l.m + 4 11 Yn+I,ntYn+I .nt - Y,,+I .m J

!:Jn+l.m+1 = !:/n + , 11 " I " '" (14)
Yn+ l.m+ 2- Yn +l .m+ 12- II-Yn+l.m

где т - игерационный индекс; !:JJ/~I,O - начальное приближение.
Для обеспечения устой чивости простых итераций в виде (14) иссле­

дуем их на устойчивость на каждом шаге итерационного п роцесса т =
= O;-li. Тогда, применяя (14) к решению указанного ранее модельного
дифферен циал ьного ур авнен и я . получим , что

[З] z
Yn+I,I =!:/n-Dзо(Z) 1 1 !:/n,

1- 2 z + 12 г 2

т . е. с пер аторна я функция на пер вом шаге итерационного процесс а определя ­
етс я и з соотношен ия

D31 (г) = 1 - Dзо (г) I z 1 '
1- "2 г + 12 г2

где ис пол ьзованы следующие соотношен ия:

!:/~З+ l ,О = Dзо (г) !:/n; hY~+ l , O = - zDзо (г) !:/n,
2" 2 3 '" 3

h Уn+ 1,0 = Z Dзо (г) !:/n , h !:Jn+I,O= - z Dзо (г) !:/n.

Таким обра зом. операторная функция DЗI (г) н а первом шаге итера­

ционного п роцесса явл яется А-доп устимой тол ько при специальном выборе

операторной функции DЗО (г), к оторая хар актери зует с точки зрения

устойчивости начальное приближение !:/~~I , O. Среди различных возмож­
ностей выбора начального пр иближения А-устойчивость любой из итера ­

ций достигается только при таком начал ьном приближении, к оторое

х арактер изуется опер аторной функцией (13), так как тогда

I ' ?
1-2 Z + ТiТ

DЗ 1 (г) = 1 1 2 = DЗО (г).

1+ "2 z+12 Z

Этому услов ию удовлетворяет начальное приближение

( ' 2 I 3 ( '''' ' ( - ) 2][З ] 11 Уn) + 4 h . УnУn - Уn
Yn+I.O = Уn + . 1 " . 1 ? ."

уn - 2 hyn + 12 h-yn

Аналогичными сво йства м и обл адают вычислительные ал гор итмы (2)
любого порядка. Это поз воляет на их основе строить одношаговые ~!

м ногош а говые числ енны е методы решения жестки х с истем дифферен­

ц и альн ых ур авнени й, о бл ада ющие свойствами численной усто й ч и вост и

и А-устойчивости игерационных коррекций. Перенос. алгоритмов устой­
ч и во й коррекции (2) на. систе м ы дифференци ал ьных ур авнений осущест-

вляется покомпонентно. ' . .
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Вычислительный экспер имент , проведенный н а базе ч ислен ных мето­

дов устойчивой коррекции, у беждает в целесообр а зности пра ктическо го

ис пользов а ния последних. Этим подтверждается пол езность развив а емо­

го на правления в п остроении ч ислен ных методов решен ия жестких

систем дифференциал ьных ур авнен ий.

J. Боднарчик П. Н, KyTN UB М . В., !'ilаКСЫ.мив Е. М. Дробн о-р а циона льные чис ­

ленные м етоды решени я слабо жестких задач . - В кн .: Тез. лекций и докл .

Всесоюз . школы «Ч ислен н ы е м етоды решения з ада ч м атем атической физ ики»

(Льв ов, 25 ма я - 4 июн я 1983 г.) . М . : Зна ние, J983, ч, 3, с. 2-4.
2. Боднарчик П . Н . , Слоневский Р . В., П исломельников Н . П . Дробно- р а цио-

нальные численны е м етоды решен ия « жестких» задач . - Та м же , с. 4-6.
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Полу ч ено 08.02.84

Х. И. Кучминская, О . Н. СУСЬ

ДВА ПРИЗНАRА СХОДИМОСТИ ДВУМЕРНЫХ

ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ

Предметом наших исследований будут двумерные цепные дроби (ДЦД )

[2] вида

ьо ео

00 I + ° 1\ + е . = ь . +~ ° i+/.i \+ \'1 !!..i,i+/ I
IФО -, ФI • •. , k.J \ Ь .+ " k..J '1 Ь . · . '

j=1 ' 1.1 j= 1 ,, 1+ 1

п-я п одходяща я дробь которых оп ределяетс я по формуле

[nj2]

~ °i 1

pn/Qn = ~ Iф~n-2 i) I

(=О

где

(1)

(2)

(4)

Рп ([п/2] + 2)
"'-,,----=,...--;---г;-;- = со , n = О, 1, . . .,
QIl ( [ п /2 ] + 2)

негрудно получить формулу разности

k k

фik ) = bi +~ ,Oi+i.i l +~ Obi,i+i!; Ф ~О) = bi, k = О, 1, . . ..
k..J Ь . . . ~ I . .+.
j ~= 1 1.+/,1 / =1 1, 1 /

При введении обозначен и й

Рn (i) (/1-2 i+2) 0i I °ln /2]
Qn (i) = Ф i- l + !Ф (,:,-2 i ) + ...+ Iф(n-2 [n/2 ] ) ' i = 1, [n/2J, (3)

[n j 2]

в предположении, что

Рn (О) О Pn ([n/2] + I ) _ф(n-2[n j2) ]

Qn ( О) = , Qn ([п/2] + J) - l n / 2] ,

а н алог и чно как и в работах [1, 4],
двух соседн и х подходящих дробей

( n- 11 i
Р Р - 2- п а·Qn \U +I )Q n U +I )

n n- l _ ~ ( l )i+1[ф\n-2 i) _ ф(n-I-2 i] i -. . +
-Q - --Q- - - .~ - •• Pn_ 1 (J+J )P" U + 1)

n n-) 1= 0 /=0

_ 1 [n;1 ]+ 1Qn ( [~1+ 2) [~~] О[~;:J ] + I ОiQ"- J и+ ]) о, U+I)

+() Р ([~]+2 ) ~ P,,_I U+ J) P,, (i + 1)
"2 / =0

Обозн-ачая

0iQn_1 (i :.r. 1) Qn (i -+- 1)
R i,Il- I=- P

n
_

1(i+l)Pn(i+l
) ,
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