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m=1 ,,= 1 1=1 ;=1

где тm. U т - полиномы Чебышева первого 11 второго рода.

Определенное выше неограниченное на концах решение . принадлежит

к наиболее широкому классу функций . Если условия (2) (или часть их)

отсутствуют, то аналогичным образом можно получить решение в дру

гих классах. В частности, если функции 10 (5) И ядра M k o (5,50) по второй

переменной удовлетворяют условию Гельдера (ядра M k o (5, 50) в ДАННОМ

случае могут содержать интегрируемую по 5 особенность), то для обра

щения системы (1) в классе функций, ограниченных на концах, можно

непосредственно воспользоваться полученными выше результатами. дейст

вительно, после дифференцирования системы (1) по 50 И интегрирования

по частям с использованием условий ерр (± 1) = О, р = ~, придем к сис

теме СИУ для функций ep~ (5), не ограниченных на концах. Единствен
ность решения этой системы обусловлена наличием очевидных условий

l

S ep~ (5)ав = О, а обращение ее можно осуществить изложенным выше
-1

способом.
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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ ЧИСЛЕННОГО ОБРАЩЕНИЯ

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА

Проблене численного обращения преобразования Лапласа посвящено

много исследований. достаточно полный анализ приведен в [3-61.
Как правило, все существующие методы основаны либо на разложении

оригинала в ряды по специальным функциям, либо на замене функ

ции-изображения другой функцией. В последнее время получил раз

витие метод, основанный на аппроксимации экспоненциальной функ
ции в формуле Меллина. Развитию этого метода, оценке точности
численного обращения преобразования Лапласа посвящена настоящая
работа.

1. Представление оригинала f (t) через его изображение F (5) по Лап

ласу определяется формулой Меллина

~+ I ~

1(t) = -21. S F (s) es td5.
1tl ,:- LCIO

(1)

Чаще всего на практике известно преобразование Лапласа F (s) функции
f и) с некогорой абсциссой абсолютной сходимости то , не обязательно

равной нулю. Запишем формулу (1) в области регулярности функции

изображения. С этой целью обозначим Р. (5) = F (s + то), тогда (1) при

мет вид

f (t) = eTo1f. (t), (2)
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где

1 с+ /",

{. (1) = 2 r.iJ"" F. (5) est
d 5;

F. (5) - функция, аналитическая в области 5> О .

Функцию е>' аппроксимируем выражением

Х \

еа :::::: 2" [91(.1, 0)+ 92(.1, о)],

где

sh а ch а

'f'1(X'O) = sh(a _ x); 'f'2(X, a) =ch(a-x) '

За п ишем выражение (4) с учетом (5) в др угом в иде:

Х х -~ a le3x е5Х) е-8а [е' х 9Х ]еа::::::е - е - - -е - ... ,

где а - положительное число.

Очевидно следующее равенство

е
Х = lim e~,

(3)

(4)

(5)

(6)

откуда следует , что точность а п проксимации завис ит от количества

членов ряда (6) и величины числ а а .

Используя известные представл ен и я [2]

~

\ ~ (_ \ )n+l (2 n + 1)

ch х = 4",...:. 4х 2 + (2n + 1)2,,2 '
n=1

и з формулы (3) с учетом (4) - (.5) н аходим

1 f sh а [ "' ) ch а ;' }{. (/, а) = 2"гт Ro+ 2 n-:: IRn + 2 - t-n-!:I!n ,

(7)

(8)

(9)

где

Rn =(-I )nRеF. (~ +i -тn\ ! n =(-I )nlmF[-т +i ; (n - ~) ]. (1 0)

Н а пр актике приходится об рывать до не которого количеств а

чл енов бесконечные ряды в (9) , котор ые, к а к п р а вил о, м едленно схо 

дятся . Это приводит К большой погрешности . для знакоп ер е м енн ы х

рядо в ускорен ие сходимости можно достичь пр и помощи преобразова

ния Эйлер а [11, использов а н ие которого п р и водит к следующему

соотношению :

k-I

l: А n = ~ Аn + ~ 2/11+ 1 ~nA k .
n=1 n=1 11 =0

(11 )

Второе слаг аемое 8 правой части (11) есть быстросходяшийся ряд. По

этом у обрывание членов ряда приводит к малой погрешности. В другом

виде его можно записать так:

т т

где От" оп редел яется реку р рентным и формулами

аmll = 1, G/lIfl - ! = От" + (т: I)
за

(12)

(13)



с учетом (11 ), (1 2) формул а (9) примет вид

t':,m,i.i (1, а) = f { s~ а [Ro + 2 (#1_,-.,1 я, + 2~+ ' ~ amnRn+k)] + (14)
n _ 1 '1=0

+ 2
ch

t
a (i~ 1'1 + 2i~ 1 f ainln+i)}.

'1= I '1= 0

Параметр а выбираем из соображен ий достижения необходимой точ

ности вычислен и й ориг и нала . Заменяя в соотно шен и и (3) е Sl выражен ием

e~t , определяемым форм улой (6), н аходим

f•.(t, а) = {. (t ) - г4О и. (3t) - {. (Ы)] 

- г80 и. (7/ ) - { , (9t)I-, .. ,
откуда получаем

1/. (t, а) - {, (t) I <: Iг4О и. (3t) - {. (5t)] -

- г80 и. (71) - t. (9t) ] + ... 1. ( 15)

Если функция {. (1) огр аничен а при 1 > О, т . е . I{. (t) 1<: с, тогда

I{. и, а) - {. (t) I<:Сег4 О
(] + е-4О + .. .), о < е < 2, (1 6)

Количество членов k, i в ряда х (14) и количество членов т , j в по

правочных к ним суммам выби рается и з условия постоянства с заданной

точностью функции I~ ·m . i . j (t, а) при изменени и этих величин:

{. (1) = {. (1, а) = f~ ·m.i,j (t, а) = f :+l .m+,.i+l,i+, (1, а) .

Неравенство (1 5) может служить условием для выбора п араметр а а,

когда функция 1. (t) не ог р ан ичена при t > О . в этом случае требуется

дополнительное условие: все разности, входящие в правую часть нер а

венства, должны быть ог ран и чены одной постоянной .

По известной ФУН КЦ И И t. (1) оригинал t (t) находим по формуле (2).
2. Рассмотрим сл учай следующих а пп рокс имаций!. ~

ео :::::: Ф I (Х, а)= 2 h( ) ' (17), s а - х

х ей

еа :::::: 'ор 2 (х, а) = 2ch (а _ х) '

Аналогично, как для а пп рокс има ц и и (4), соответственно находим

\
(

k - I ." , 1

1: (1, а) = 11'щ (1, а) = ~; Ro+ 2n~1 я, + 2~+ l ,,~o amnRn+k) :'

2 . . n" [i~ I ~ 1
{, (1, а) = f~,'(t, а) = I ~ 1" + . j+1 LJ ainJn+i ,

п= 1 2 '1=0 I

(18)

(19)

(20)

ПрИЩ'М

i:(1, а) -1(1) = ~e-2ot. (31) + e-4af . (51) + е-боt. (7t) +." , (21)

{: (t, (1.) - t (t) = - ~ e-2ot. (31) + e-4ot. (5t ) - <'", (71) + .... (22)

Если функция t. (1) ограничена постоянн ой С на всем полубеск онечн ом

интервале t > О, то из (21) и (22) получим

If~ (t, а) -1. (1) I<: се:" I _~-20' (23 )

It:(t . a)-f,(t)I <, Се-2а I _l
e_2a • (24)

Как видно из (21), (22), функции {: (1, а) и t~ (t, а) дают двустороннее
приближение искомой функ ци и . По их разности можем судить о величине

интервала, в котором заключена сама функция.

31



Для аппроксимации

e~ ::::::: ~ (Sh(a
1
_ х)

формула (1 4) будет и меть вид

(25)

(2)

f . (1, а) = f~ · m .i .i (1, а) = +И ·т (l , а) + f~, j (1, а) ] . (26)

Аппроксимаци я (25) эначительно увеличи вает точность вычислени я ор и

г ииал а . Погрешность п риближенного вычислен ия ор и г инала в этом слу

чае равн а

If . (1, а) - f . (1) 1-< е-4 а If. (51 ) + e-4Df. (9t) + ..·1. (27)
дл я огр анич енной функции (1 f. (1) I -< С) неравенств о (27) примет вид

If.(t, a) - f. (t) I -< Се-4а l l + e-4а + .. .]. (28)

И з рассмотренных ап п рокс и маций наименьшую погрешность обеспечивает

апп роксимаци я (4).
Случай апп роксимаци и (1 8) был рассмотрен в (7].
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ОБОСНОВАНИЕ ДРОБНО-РАЦИОНАЛЬНblХ численных

МЕТОДОВ УСТОЙЧИВОЙ КОРРЕКЦИИ

В работе иссл едуетс я а ктуальн ая задача обоснован и я реш ения с истем

жестких диффере нциал ьных ура внен и й . В отличие от известны х

результатов рассматриваются явные устойч и вые реализации нея вных

дробно-рацион альн ых алгор итмов . Основной резул ьтат ра боты состоит

в построении конкретных пр имеров неявных устойч ивы х дробно-рацйо 

н альных отоб р ажен ий дифференцируемых функци й , до п vска ющих

явную реализацию в виде простых устойчи вых итераци й [1, 2].
1. Пусть у (х ) есть m+ 1 раз дифференци р уемая фун кция , предс тав

ленная формул ой Обрешкова [2] в виде

т s

Y~~I = у" + ~ (_l)S+lY~S~ l';- + о (hm+ I) . (1)
1= \ . 5 ,

Образуем ее неявные дробно- рациональные отображения

Alm ]
[ т] ,,+1 '

Уn+l = Уn + В [т] ,
n+1
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