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ЧИСЛЕННОЕ ОБРАЩЕНИЕ СИСТЕМЫ

СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИй

Получ ен о 16.01.84.

в настоящее время р азработаны и эффективно испол ьзуются на

практике прямые ч ислен н ые методы решения сингул я рн ы х интегр ал ь

ных ур а внен и й (СИУ) , с помощью которых при произвольной огра

н иченной правой ч а сти можно получить решение в виде р ядов по

о ртогонал ьн ым полиномам, коэффициенты которых опр еделяются из

систем алгебраических у р а внен ий [1]. Однако во м н о ги х зада ча х

м ате ма ти ч ес кой фи зи ки, котор ы е сводятся к решению СИУ, н еоб хо

д имо им еть реш ение в виде аналитической зависимо сти от пр авой

ч а сти, т. е. з н ать форм улу обращения. Например. есл и в зада ч е м ех а 

н и ки при фиксир ов ан но й геометрии задачи необходим о в арьи ров ать

прил аг а емую н агру зку . то целесообразно иметь фу ндамент ал ьн о е

реш ение, чтобы не решать СИУ дЛЯ каждой нагру з ки зано во . В ко н

тактных (см ешанных) з адач а х теории упругости для тел с р азрезами

фундаментально е решение используется непосредствен н о пр и постро е

нии СИУ указа н ных за дач .

Обр атить СИУ можно практически лишь в том слу чае, есл и и х
р егулярные ядра вырожденные или допускают подход ящую аппрок-

с и м а цию . Когда ядр а СИУ сравнительно простой стр у ктуры , то при

бл иженную формул у обращения можно также постро ить с помощью

метода малого пар а м етр а. В общем же случае дл я дости жен и я этой

цели необходимо п ри влека тъ численные методы.

Ниже пр едл аг а ется числ енный способ постро ени я фо рмул обращ е

ния системы СИ У:

I[n ]I 'ер (s)- (' -- +~ "''' (5) М"О (5, 50) d5 = {р (50),
7t J s-sО ,l.J,

- 1 "=1

(1)

fЭ = l-:-n, So Et-l , 1],

где ядра М"о (5, 50) 11 свободные члены {о (5) суть задан ные на [-1, 1]
ог ран иче н ные функции .

Решение системы (1) аудем искать в классе функц ий , неограничен

ных н а концах , единственность которого обеспечивается нал ич ием условий

1 1

~ S <Ро (5) d5 = СО, р = 1, п. (2)
-1

Представим функц ии <рр (5) В виде

Ср --

'1'0 (5) = V - + '10 (5), Р = 1, n. (3)
1 _s2

Тогда для определени я новых неизвестных функций '1р (5) имеем систему

СИУ
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1 1 [1 ", ]- s '1 р ( 5) s -s + 1 '1" (5) M kp(5, 50) d5= tj!p(50),
7t _ 1 U "=1

(4)



(5)

(11 )

р = 1, п, 50 Е [- 1, 1],

где

На ос н ован и и соотношен и й (2), (3) функции ~p (5) должны удовлетво

рЯТЬ усл овиям

1

S ~p(5)d5 = О , Р = 1, п ,
- 1

Рассмотрим систему СИУ

~ r [ '1pk (г, 5) n ]J + /~,~="'l~jk (f, 5)M jp(5, 50) d5 =
7t - 1 5 -50 (6)

= Орk О(Г- 50), р , k = 1, п, г, 50Е[-I , 1],

где E"k - символ Кронекер а. 0 (5) - дельта -фун кция Дирака.

Предполагаетс я, что решение системы (6) удовлетвор яет условиям

1

S ~ p k (г , 5)d5 = О, р, k = 1, п, (7)
- 1

Умн ожи м k-e у р а в нен ие с истем ы (6) при фиксированном р н а
'Ф k{Г) и проинтегр ируем е го по г вдол ь отрез ка [-1, 1]. Просумми

ровав получен ны е равен ст ва п о k и сопоста в ив полученны е соотнош е 

ни я с ур а в нен ия м н систе м ы (4) , убеждаемся , что они совп адают, если

I n

~p (5) = S ~ 'Ipk (г , 5) IJik (r)dr, р = 1, п, (8)
-1 k = l

Т аким об р азом , обр а щение систем ы (4) э кв и валентно нахождению

а налитического реш ения систе м ы (6) . дл я одно го ком плексн о го у р а в 

н е ния, что соответствует случаю п = 2, этот резул ьтат установлен в

работе [3].
Анализ системы (6) п оказывает, что фун кци и ~pk (г , 5) можно ис кать

13 виде

1 [ 0/7/' V I=? ] -~pk (г, 5) = - V-::-===2 5 - Г + f-L"k (г, 5) , р, k = 1, п , (9)
" 1- 5

где ~tpk (г , 5) - неизвестные функции, непрерывные по обеим переменным .

Уч итыва я интегральное представление дельта-функции

V1 - г2 r d 5
0 ( Г - 50 ) = 2 , - ,(JO)

1t ,, 1/ 1 - 52 (5 - г) (5 - 50)
-1

из соотношений (6), (9) приходим к системе уравнений для определен ия

функций f1p k (г , 5):

~ r [!J. Pk (г, 5) + '\; 'rjk (г, 5)м, (5, 50)] V d5 =
" J 5 - 50 L...J 1_ 52

-1 /= 1

= Qkp(r , 50), р, k = Г,'fi, г, 50E l- l, lJ,

где

I

) V I - ,
2 S.',"'.fk P (5'2 50) d 5 .Qkp (г, 50 = т:

_: ~ I 1- 5 (Г- 5)
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Решение системы (11), удовлетворяющее услови ям

I

S f1pk (г, 5)d5 = О, р, k = 1, п,
-1

(12)

определим с помощью метода механических квадратур. для этой цели

дискретизируем ее по r И 50 В системе точек

rZm=S2m =cos6 2m , 62m = пm/N, m= 1, N-I, (13)

3 для вычисления интегралов воспользуемся квадратурной фо рмулой

Гаусса - Чебышева

1 N

1st(5, $0) ds - ( L' f 2v - I- V 2 - - (51 .. 50), 51, = cos 61., 61, = --Т-N 1':, ( 14)
п 1- 5 N

-1 .=1

справедливой при 50 = 52m И для сингулярных интегралов [2]. В резуль

тате из соотношени й (11), (12) получим N -] независимых (при фикси

рованном () систем n2N алгебраических уравнений для определения

n2N (N - 1) неизвестных постоянных f1pk / ' = [J- pk (Г 21, 11. ):

где

N n

L L ajp.m[J-ik/, = ~kplm,
.=1 j=l

N

L I!-Pk /' = О, р, k = 1, п, т, 1 = 1, N - 1,
. = 1

(15)

(16)

Количество ур авнений каждой из этих систем можно уменьшить на

n2, если в (15) исключить неизвестные

N-l

f!-рklN = - L [1pkl.. р, k = Г,"fi.
.=1

Системы уравнений для остальных неизвестных принимают вид

где

N-l п

L L aip.m[1ikl, = ~ko/ m,
.= 1 j= 1

р, k = 1, п, (, т = 1, N - 1,

(17)

(18)

Определив постоянные [J-ikl.. решение исходной системы СИ:> О)

с учетом соотношений (3), (8), (9) найдем по формуле

~p (s) = [ СО - fl ск, {M jk (г), 5} + я, {fk (г), s}J/ VI - S2,

J 5' [UJo (г) ~ • ] V--
Rp{Wk(r), 5} =-;- - 1 s-r + f::IШk(Г)';JoРk(Г, 5) l-r 2dr ,
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Получено 16.11.83.

4 N N N N-1

= - l: тт (5) ~ сов т6!. ~ и/-l (г) ~ fJ-оki' sin [62/'
N 2

m=1 ,,= 1 1=1 ;=1

где тm. U т - полиномы Чебышева первого 11 второго рода.

Определенное выше неограниченное на концах решение . принадлежит

к наиболее широкому классу функций . Если условия (2) (или часть их)

отсутствуют, то аналогичным образом можно получить решение в дру

гих классах. В частности, если функции 10 (5) И ядра M k o (5,50) по второй

переменной удовлетворяют условию Гельдера (ядра M k o (5, 50) в ДАННОМ

случае могут содержать интегрируемую по 5 особенность), то для обра

щения системы (1) в классе функций, ограниченных на концах, можно

непосредственно воспользоваться полученными выше результатами. дейст

вительно, после дифференцирования системы (1) по 50 И интегрирования

по частям с использованием условий ерр (± 1) = О, р = ~, придем к сис

теме СИУ для функций ep~ (5), не ограниченных на концах. Единствен
ность решения этой системы обусловлена наличием очевидных условий

l

S ep~ (5)ав = О, а обращение ее можно осуществить изложенным выше
-1

способом.
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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ ЧИСЛЕННОГО ОБРАЩЕНИЯ

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА

Проблене численного обращения преобразования Лапласа посвящено

много исследований. достаточно полный анализ приведен в [3-61.
Как правило, все существующие методы основаны либо на разложении

оригинала в ряды по специальным функциям, либо на замене функ

ции-изображения другой функцией. В последнее время получил раз

витие метод, основанный на аппроксимации экспоненциальной функ
ции в формуле Меллина. Развитию этого метода, оценке точности
численного обращения преобразования Лапласа посвящена настоящая
работа.

1. Представление оригинала f (t) через его изображение F (5) по Лап

ласу определяется формулой Меллина

~+ I ~

1(t) = -21. S F (s) es td5.
1tl ,:- LCIO

(1)

Чаще всего на практике известно преобразование Лапласа F (s) функции
f и) с некогорой абсциссой абсолютной сходимости то , не обязательно

равной нулю. Запишем формулу (1) в области регулярности функции

изображения. С этой целью обозначим Р. (5) = F (s + то), тогда (1) при

мет вид

f (t) = eTo1f. (t), (2)
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