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Большой интерес к интегралу Фейнмана [71 вызван его приложениями

в теоретической физике. Этому интегралу посвящено очень много работ,

выполненных разными авторами . В краткой статье нет возможности пере

числить даже главнейшие работы, посвященные фейнмановском у и нте

гралу. Отметим только, что , например, в монографиях ' [5, 6] можно

найти некоторые литературные ссылки. Интеграл Фейнмана порождает

«меру» , не обладающую ограниченной вариацией [1, 9] и не являющуюся

счетно-аддитивной функцией множества [З], Строгое математическое обо

снование фейнмановского интеграла впервые предложил Р. Камерон (9].
Если подынтегральный функцнонал F (х), где х Е С (С - пространство

непрерывных функций, заданных на сегменте [а, Ь]), удовлетворяет не

которым жестким ограничениям, в частности F (АХ) при фиксированном х

является аналитической функцией параметра А, то интеграл Фейнмана

от функлионала F : С -+ IR I существует [9). Однако в [9) подчеркивалось.

что эти условия только достаточные, и пр иводилась без доказательства

теорема, принадлежащая Вудворду, в которой утверждалось. что инте-

грал Фейнмана от функиионала F (х) = f [1 а (1) dx (t)J существует, хотя
f: IR 1 -+ IR 1 не только не является аналитической, но даже не будет непрерыв

ной функцией. На f достаточно наложить требование абсолютной инте

грируемости на всей действительной оси.

В данной статье рассмотрим три класса функционалов, являющихся

функциями линейных функционалов, интегралы Фейнмана от которых

существуют и даются формулы для их вычисления через конечнократные

интегралы . В первой теореме обобщим результат Вудворда [9] на случай

функции f: lR" -+ lR 1. Исследование отображения f: IRI1-+ IR 1 при п > 1
важно для приложений, в частности, для приближенного вычисления

интегралов Фейнмана.

Определим интеграл Фейнмана. Пусть С - пространство непрерывных

функций х : [а, Ь] 1+ 1R.1, удовлетворяющих услови ю х (а) = О, с равномер

ной нормой, Х'+ F (х) - функционал, заданный на С и имеющий смысл

на функциях, которые допускают разрывы первого рода в конечном

числе точек . Разобьем сегмент [а, Ь] на т частей с помощью разбиения

а = 10 < t 1< '" < t m = Ь так, что lim тах (lj - tj-J) = О. ДЛЯ каждой
m-+ оо i

кривой х (.) построим ступенчатую х(т) (.):

_ dl {X(tl) при tO <.t <.tl,
х(т) (1) =

X(tk) при tk-I < t «; tk, k = 2, т,

и положим х (lk) = Xk (k = О, т) . На ступенчатой х(т) (.) функционал пре

вратился в функпию т переменных: F(x(m») =Fm(XI, ... , Хт) .

Интеграл Фейнмана от функлионала xl-+ F (Х) по пространству С
определим следующим образом:

d l т I

SF (х) dx = lim П [21ti (tk - (k-l)]-"2 Х
с m~ook=1

2* 19



г ~ , [; Lm

(Xk - Xk_ I )21 .
х J I т (XI • • • •, Хт) еХР"2 ---т-=--,- ах , ' " dxm,

IRm k k-I
k=1

если п редел справа существует.

Н еобходимо отметить, что известны и другие определения интеграла

Фейнмана (см., например, работы [8, 10]).
Пусть СЧ: [а, Ь] ->- JR.I (k = ~) - функции ограниченной вариац ии.

ь

Символом <ak, а;> обозначим ск алярное произведение S ak (/) IJ.; (t )dt
а

(k , j = ~); Dn = 11 <ak, IJ.i> 11';:i=1 - матрицу Грама;
т

(Си, и) = }: CkjVkV/,
k, j=1

где С = 11 сь , 1/: .(=I - квадратичная форма .
В введенном выше разбиении сегмента [а, Ь] положим Mk = tk-

- tk-I (k = "[f1i), составим скалярное произведение вида <«, aj>m =
т

= l: а/ (lk - I ) IJ.( (tk- l ) Mk и соответ ствующую матрицу Грама

k=1

о.; = I1 <СЧ, IJ. j>m 111. /=1--
Теорема 1,. Пусть IJ.k; [а, Ь] -+ JR. I (k = т:ti") - линейно незавнсимые

'фун кци и ограниченной вариации на сегменте [а, Ь], Х Е С [ а, Ь] и I ! IR ~--+

-+ JR.I - абсолютно интегрируемая на JR.n функция . Тогда существует

и нтеграл Фейнмана от функиионала Х -+ I[} IJ.1 (I)dx(t), ... , Jan(t ) dX(I )]

и справедлива формула

J/rj :ZI(t)dX(I), ... , jan(t)dX(t)]dX=

n I

=(2'1ti)- "f( dеtDn)-2SехР[~(D~-lu, u)]fIU )dU , (1)
IRn

Приведем схему Д о к а з а т е л ь с Т В а. Заменим кривые Х (t) ступен

чатыми x1m ) (t). Тогда

Jt [} аl (t) dx (1), • • .,! аn (1)dx (1)] dx = 2~~ I т,

где

1т = 5 [2т;i и, - tk-I)Г -} S t [ ~ (7.1 (tk_l) (Xk - Xk-I), ••• ,
k=1 IRm k = 1

m ] [1 "(Xk - Xk 1)21
~I IJ.n'(tk-I) (Xk - Xk- I ) ехр 2" tl tk _ Ik=1 ах, . . . dxm,

Лемма. В предположениях теоремы справедливо равенство

rI I

/m= (27ti)- 2 (dеtDmn ) - "2 S expli(D;;;~u, u )]t(U)dU. (2)
IRn

Д О К а з а т е л ь с Т в о леммы опускаем, так как оно аналогично ло

к азательству теоремы ) из статьи [2).
Элементами м атрицы Dmn являются выр ажения

т

<IJ.I, (7. ; > m= ~ СЧ (tk-I) а1 (tk-I) blk•
k=1
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Предел

ь

Iirn <11.[, aj>m = Sai (1) а! (t)dt = <11.[, 11.,>.
т"" 00

Следовательно, lirn det Dm" = det П« и lirn (П;;;~u, и) = (D;,-l U , и).
т- оо m- оо

После перехода к пределу при т - >- со В обеих чаС1ЯХ форму лы (2)
в силу предположений теоремы получаем q'ОРМУЛУ (1).

Рассмотрим некоторые частные случаи .

1. При п = 1 матрица Dn будет состоять из одного элемента и фор

мула (1) превратится в формулу В удворда [91.
2. Пусть rJ.k ; 'а, Ь] -+ IR I (k = -1-, -n) - ортонормированная система

функций ограниченной вариации и [ : IR "/ - >- IR I абсолютно интегрируема

на IR". Тогда

St[S :ll(t)dx(t), . . ., S rJ.n(t)dX(t)]dX=
С l а о

= (27ti)- т Sехр (f t ц~) t (u)du. (3 )
IRn R=I .

В этом случае формула (3) была установлена раньше В. И. Ладохи

ным [4] при дополнительном требовании непрерывности функций (J.k (.)

(k = ~) и непрерывности отображения [: IR" -+ IRl.
3. ПУСТЬ ~k:[а.Ь]-+IRl(k=l. n)-а6солютно интегрируемые на [а,

ь

ы� функции, такие, что функции t 1-+ S ~k (s) d5 (k =~) линейно незави-
f

симы на сегменте [а, bl и [: IR" -+ IR \ - абсолютно интегрируемая на IRn
функция. Тогда существует интеграл Фейнмана от функиионала

x,-+tll ~l(t)x(t)dt, ... , J~n(t)_X(t)dt]
и справедлива формула

StlS~I(t)x(t)dt, ..., S~n(t)X(t)dt]dX=
с а о

" \

= (2т;i)- "2 (det D~Г 2
1R
Iехр [ ; (D~-l и,и)] t (и) аи,

где

о; = II fР ~k (5)d5 J~,(5) d5] dt 11:.1=1'
данное утвержден ие немедленно вытекает из формулы (1), если по

ложить

~

rJ.[ (1) = S ~l (5) d5 (l = '['f1) .

Теорема 2. Пусть {: IR" --+ IR I - абсолютно интегрируемая на IR" функ

ция и а <;;: '( < ' 2 < ... < ' n -< Ь - фиксированные точки. Тогда суше

ствует интеграл Фейнмана от функционала Х 1-+ f[X('tI)' X('t 2), ... , X('tn)1
И справедлива форму л а

" 1

Sf/ X('t I), X ('t2), ... , x('tn»)dx= Пr2т;i('tk-'tk_I)Г2 х
r. k= 1

(4)
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где то = а и Но = О.
Д о к а з а те л ь с т в о . Воспользуемся формулой (1). Положим

at (1) = {-'I п ри t -< 't/ ,

О пр и L > ч, [Е[а , Ь], , =г;-n .

Тогда

ь ь

~ а./ (t) dx (t) = ~ х (/) da/ (1) = х (':/) (1 = ~)
а а

<в« , «;> = miп('т;z-а, 't j-a) (1, j = ~) .

Затем составляются det Dn , квадр атичн а я форма (п;1 Н , и) и ЭТН вы ра
жения подставляются в формулу (1).

3 а м е ч а н ия. 1. Может к азаться, что формул у (4) н е следует

дока зыв ать, а принять в качестве оп ределен ия , но тогда были бы два

оп р еделения интегр ал а Фейнм ан а : первое - когда подынтегральный

функциона л з а вис ит от з на чен и й фун кции в конеч но м ч исле точек и

вто р ое - в бесконечном числе точе к. Та кая ситуа ция , оч евидно , не

кор ректн а .

2. Можно не п редп олаг ать абсолютной интегрир уемости функци и

{: IRn -+ IR!, а просто интегриру емостъ , и формула (4) все равно будет

справедл ива. Для этого необходимо непосредственно вычислить интеграл

Фейнман а НСХОД51 из определения .

Введем еще две матрицы:

а

А= .....
't t 't q

Sар и) dl . .. sар (1 )dl
а а

Пусть А' - транспон иров а нн а я по отн ошен ию к А матр иц а и Co+ r 

блочная матрица вида

С = (D p А )
р+о \ А ' в '

Теорема 3. Пусть a..k: [а, Ь] -+ IR I (k = ~) - линей но нез ависимые
фу нкции огр ани чен ной вариации на сегменте [а, Ь]; {: IRo-~ IRI, g: IRQ->
- >- IR ! - таковы, что tg- абсолютно интегр ируемая на IRo+Q функция:

определ итель det Ср+о =1= О и а -< 1; \ < 1;2 < . . . < 't q -< Ь - фикс и рован 

ные точки . Тогда существует интеграл Фейнмана от функционала

X I->-f Гllа. I(I)d.\(,) , ... , bS ao (t ) dx (t )1 g [X('t l ), ... , X( 't<l)]
а а

и

Sfr h

S :t [ (t) dx (I ) , ...,1 ao(t)dx(t)]g[X(1; I), . .. ,
с 1о а
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Получено 08. 02. 84.

х [п (ч-'tk-I)]-+ s exp[~~Q(C;~QU, u)JX
k=l IRp+q k=l

Х f(UI, .. ., Up)g(UO+I, ... , up+q)du.

Для д о к а з а т е л ь С Т В а строится функционал

h (Х) = t (х) g [f ар+ 1 (t) dx «), ... , Jар+ ц (t) dx (t)).

для которого специально выбираются Функции ap+i (1) (j = 1, q), а затем

применяется теорема 1.
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М. Я. Бартиш, И. В. Огирко, В. М. Фарат

РЕШЕНИЕ ДВУМЕРНОГО нвпиньяного УРАВНЕНИЯ теплопроводности

МЕТОДОМ НЬЮТОНА - КАНТОРОВI1ЧА

в [51 для решения одномерного нелинейнего ура внен и я теплопровод 

но сти примен ен метод Ньютона - Канторов ича. В данной статье

ра ссмотрен случ а й двумерного нелинейного уравнения теплопро

водности.

Как известно [4], ур а внен ие теплопроводности с учетом зависимости

коэффициента теплопроводности ).. от температуры t (х, у) имеет вид

~[)..~]+:у[).. ~J=-ш в о, (1)

где (J) - плотность внутренних источн и ков тепла . для простоты гранич

ные у словия выберем типа

t [ г = ~ (х, у). (2)

При решении задачи (1 )-(2) методом Ньютона - Канторовича [3]
исходная зада ча заменяется последов ательность ю л и ней ны х краевы х задач:

),(n) [ a2V (n ) д 2 V (n ) ] 2 dл(n) rдt ( f/ ) av(nl at(n) дV(n>]

дх2 + ai + dt Lдх дх + ду ду +
2з


	1344
	1345
	1346
	1347
	1348

