
Таким образом, доказано р (L) = 12J , если выполняются услови я 1°_6°,
тогда <1: = 5р (L) U 5с (L), S~ (L ) = l2J и 5р (ц- дискретное множество не

и меет точек накопл ен и я, имеющее асимптоти ческое представл ен ие (17),
где р (L) - резол ьвентное множество ; 5г (L) - остаточный спектр.
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ОПАРАМЕТРИЧЕСКОМ ГАМИЛЬТОНО80М ФОРМАЛИЗМЕ

ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ, АССОЦИИРОВАННЫХ

С ОПЕРАТОРОМ ДИРАКА

(1)

(2)

о 1= ЧГ_ ,
e-ij(х , L)

О ] = ф+,
e-il (х , L)

1. Рассмотрим дифференциальную операцию Дирака с быстроубыва -

ющими «потенци ал ам и » q (х , t ), r (х, t) из класса Шварца [1-8]:

: у=iл(х, {)оу +[ О q(x, {)]у, 0 =[1 01'
Х r (х, () О О -1

где YEC(I )(JRl, <1: 2); параметр ',ЕС(I) ([R?, <l:1) -некотор ая комплексно

эначная функци я переменных х, l Е [R1 Оп ишем класс динамически х

систем для функций q (x, t) , r (х, (), удовлетворяющи х следующему ус

ловию: обратная задача рассеяния для н и х я вляетс я р азреш имой при

ПОМОЩ l1 алгебраи ческого алгоритма Гельфанда - Левитана - Марченко.

С этой целью, следу я схеме работ [2, 4- 8], построим фундаментальные

решения qr и Ф для V l Е 11\1 как п а раметра со следующим ас имптоти

ческ им поведением на х = ± 00:

[

e i T( X. / )

~. (х , ( ; л) 1"-- 00 ~ о

г:ф (х, (; )')x ~+oo ~
О

гдl:'

д
i E C(I) (1R2 , <1:1); дх 1(Х' [) = ,,(х, [).

Тогда, очевидно, выполнено следующее соотношение:

W(х, [; л): = Ф (х, [; ',) 5 (t, л), (3)
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где S (t, ).) = [~ ~] - матрица «рассеяния» для операции Дирака (1),

aS
Очевидно, дх = О.

2. Исследуем теперь эволюцию по параметру l Е JR 1 для матрицы рас

сеян ия S (t, ),), С этой целью запишем следующее тождество:

W-1tУt \+00 = iт dl (х, [) W-Ioty + +г ty-I [О qt] Wdx,
_ :<> -со - 00 Г, О

ис п ользуя его вместе с (3), находим, что

S-lSt + s-lф+lф+.tS t - W=lt}J·_.t = ilts-
1ф+l0ф+ - ilt W=loW_+

+ +г (IГ-I [О qt) t}J'dx + iт 11 (х, [) (W-lоW)хdх . (4)
-00 Г! О -со

Гак как [о, Ф+] = [о, tIГ_] = О, нз (4) следует важное соотношение:

S-IS t = +(W-l [О qtJ Wdx + i 1
СО

1 1 (х, () W-l [о, [О q]] (I:dx. (5)
- 00 Г! О -00 r О

Вводя билинейные формы
+00

I (ЧJ, <р ) : = S dx [qt92'fi2 - (t<jJl'fiI],
-00

+ 00
J('-\I, <р): = S II(Х, l)dx[q0/2'fi2 + 'o/l<pl],

- 00
ь ь

.для данны х рассеяния --== н - легко получаем из (5) следующие выра-
а а

жения:

(1-) = - к (0/, <\» (1 )
а t аЬ а '

( ~) = к (~ tL (~), (6)
а 1 аЬ а

. где К (ф, ер) : = I (~, 'fi) + 2iJ ( ф, <р ) ;

W = ['Ji l ~~ 1; ф = [91 ~211'
ЧJ 2 0/2 <р2 т

С другой стороны. для разрешимости уравнений (6) необходимы

.следующие соотношен и я :

+00 со- S S 2 2аЬ = d (0/10/2) = dx [qФ2 + r'fll],
- 00 -00

+ 00 00

аЬ = S d(~1~ 2) = S dx [q'f~ + гфn,
-00 -00

'"
ад« (ЛQ, t) = S dx Q О., [) [q'f ~ + r'f7],

.где к (Ф. 'и) = - (J) (ЛQ, t) аб; К (ф, ~) = (J) (ЛQ, t) Ьа; Q (л, t) - некогорая

мераморфна я функция параметра Л(х, t) Е а:: 1, Для V t Е JR 1 уравнения (6)
.лег ко интегрируются:

(~) (t) = : (О) ехр (J ш (ло, ")d"}

(~ )(t) = (~) (О) ехр (-t(J) (л о, ")d")- (8)

Так как соглас но алгебр аи ческому алгоритму метода обратной за

.да ч и разрешимость (8) является достаточной для определения коэффи-
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циентов операции ДИрака (1) по матрице рассеяния S (А, t), из условий

(6) и (7) получаем [2] характеристическое уравнение для коэффициентов

указанного класса операций Дирак а:

(9)

где мы положим, что 11 (х, t): = f (А; х, t) - некоторая мероморфная

функция параметра А (х, t) Е ([;1 для ух, t Е IR' и рекур сионный оператор

Л+ имеет вид

l
д со

дх + 2г Sdyq
A+=~ Х

2i со

- 2г Sdyr
х

со l2q Sdyq
х

д со •

- дх - 2q Idyr

(1 О)

Из условия Iх (х, t) = А (х, t) находим следующее дифференциальное

уравнение в частных производных для «спектрального параметра » А (х, t) Е [' :

д2 = (~L) дл + д!д! дл дх дх ' " (О, х): = /..0 (Х), (11)

которое считается разрешимым при заданной начальной функции А (О,

х)=ло(х) из класса C'(IR'. (1). Приведенные выше уравнения (9) обоб

щают ранее полученные динамические системы для операции Дирака

в работах [2, 5]. Результат работы [5] следует из (9)-(11 ) при услови и

" х (х, t) - О V х, t Е 1R. 1
• Тогда, очевидно, функция f (л; х, t) = xf (А, t) и

у равнен и я (9) превращаются в следующие [5]:

(~lrl)=Q(A+, t)C)+2if(A+; пC~) (12)

В том случае, когда )ч(х, t)=O, лх (х , t)=zл(х, t ), zEIR I, из (9) и (11 )
легко находим, что

(~trt) = Q (А+ , t) С) +2if ( А+е- 'Х , t)с (1 З)

в общем сл учае у р а вн ен и я вида (9) - (11) представляют нетри

виальный интерес с точки з рен и я теории возмущен ий для динамиче

ских систе м , ассоциированных с опер а цией Дирака (1) [4, б],
3. Перейдем к гамильтоновой интерпретации полученных выше ди

намических систем (9). Сначала положим f (л ; х, t) ~ О. Тогда эти

уравнен ия можно представить в гамильтоновом виде [3, 9J :

( ГI ) = - L геS [l (Л , t)vА(л; t)J. (14)
qt '=со

Здесь 1(л, t) - некогор а я мероморфная функция от А Е ёt 1; А (л) : = ln а (А, t);

" ( о о)' [О l]V = в,' oq (, - зн ачок тра нспон ирован ия ) ; L = _} о - кососим -

метрическая матрица, задающая н а простр анстве функиионалов D [q, г]

от функций q, rEC(l )(IR'; <t')VtEIR ' симплектическую структуру по

п равилу V Р, GЕ D [q, г] ; скобка Пуассона ( Р , а } имеет вид [-9]
со

( Р , а} : = Sdx <VP, L Vа>,
- 00

(15)

где <', .> - обычна я билинейная форма в (]:2.
динамич еская система (14) доп ускает еще одну симплектическ ую

стру ктуру, скобка П уассон а (" '} о которой имеет вид [3, 9}

2 5-255

со

(f', а}о : = ~ dx < VF , М Vа>,
- 00

(16)
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(17)

где кососимметрический оператор М имеет форму [3, 9]

] l-2r S,dy д~ + ",';'Iqd yl .
м = - JА+ [) = ---: Х •

21 д 00

дх + 2q Srdy -2q S qdy
. . х ~

Услови е , что опе р аторы Е, М удовлетворяют тождеству Якоби [9J. про

веряется непосредственным вычислением. Так как операторы L и М

удовлетворяют соотношению М V' А (л, t) = н. у А (л, t), то, очевидно,

существует такая мероморфная функция Q (л) от л Е [1, что уравнения

(14) примут вид

где (18)
+ 00

Но = S dxqr.
- 00

(20)

t) =1= О:

(19)

дАi
аг+ 1А;, F\ =0,

Выражение (18) естественно обобщается на случай f (л; Х,

('1) = LQ(L-IМ)V'Но +2iJ!(A+, х, t)JLV'Ho.
Лl

Рассмотрим теперь более детально функцию А (л, t) = In а (л, п. Из

(5) следует, что :, А (л (х, t), t) = О V х, t Е IR. 1• Таким образом, у ч итына я

мероморфную зависимость функции л (х, t) от произвольного начального

данного л (О , О) = ло Е [1, функцию А (л (х, t), t) = А (ло, х, t) можно ис

пользовать как производящую функцию законов сохранения Ai (х, l) Е
Е D [q, г1, j E;Z:, разлагая ее в окрестности Iло I -+ 00 в ряд по обратным,

степеням л0-
1

• Из соотношения М 'V А (л) = LЛ V' А (л) следует , что 1А;,
Akl = О V;, k E;Z:. Из (19) легко получить уравнения для функлионалов

А 1, j Е iL :

где Р Е D [q, г] - функционал, удовлетворяющий условию

V'Fi =2iLJf(Л+; Х , t)JLyHo. (21)

Таким образом, уравнения (20) , (21) являются квазигам ильто

новой записью динамических систем (9) с пар аметрической спектраль

ной з а в ис и м остью (11).
Представляет значительный интерес перенесение проведенной

выше конструкции на случай периодических граничных условий с цел ь ю

изучения уравнений эргодических деформаций квазипериодических по

токов для динамических систем, ассоциированных с олерацией

Дирака.
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ОБ ИНТЕГРАЛЕ ФЕйНМАНА ОТ ФУНКЦИОНАЛОВ. ЯВЛЯЮЩИХСЯ

ФУНКЦИЯМИ ЛИНЕйНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ

Получено 18.11.83

Большой интерес к интегралу Фейнмана [71 вызван его приложениями

в теоретической физике. Этому интегралу посвящено очень много работ,

выполненных разными авторами . В краткой статье нет возможности пере

числить даже главнейшие работы, посвященные фейнмановском у и нте

гралу. Отметим только, что , например, в монографиях ' [5, 6] можно

найти некоторые литературные ссылки. Интеграл Фейнмана порождает

«меру» , не обладающую ограниченной вариацией [1, 9] и не являющуюся

счетно-аддитивной функцией множества [З], Строгое математическое обо

снование фейнмановского интеграла впервые предложил Р. Камерон (9].
Если подынтегральный функцнонал F (х), где х Е С (С - пространство

непрерывных функций, заданных на сегменте [а, Ь]), удовлетворяет не

которым жестким ограничениям, в частности F (АХ) при фиксированном х

является аналитической функцией параметра А, то интеграл Фейнмана

от функлионала F : С -+ IR I существует [9). Однако в [9) подчеркивалось.

что эти условия только достаточные, и пр иводилась без доказательства

теорема, принадлежащая Вудворду, в которой утверждалось. что инте-

грал Фейнмана от функиионала F (х) = f [1 а (1) dx (t)J существует, хотя
f: IR 1 -+ IR 1 не только не является аналитической, но даже не будет непрерыв

ной функцией. На f достаточно наложить требование абсолютной инте

грируемости на всей действительной оси.

В данной статье рассмотрим три класса функционалов, являющихся

функциями линейных функционалов, интегралы Фейнмана от которых

существуют и даются формулы для их вычисления через конечнократные

интегралы . В первой теореме обобщим результат Вудворда [9] на случай

функции f: lR" -+ lR 1. Исследование отображения f: IRI1-+ IR 1 при п > 1
важно для приложений, в частности, для приближенного вычисления

интегралов Фейнмана.

Определим интеграл Фейнмана. Пусть С - пространство непрерывных

функций х : [а, Ь] 1+ 1R.1, удовлетворяющих услови ю х (а) = О, с равномер

ной нормой, Х'+ F (х) - функционал, заданный на С и имеющий смысл

на функциях, которые допускают разрывы первого рода в конечном

числе точек . Разобьем сегмент [а, Ь] на т частей с помощью разбиения

а = 10 < t 1< '" < t m = Ь так, что lim тах (lj - tj-J) = О. ДЛЯ каждой
m-+ оо i

кривой х (.) построим ступенчатую х(т) (.):

_ dl {X(tl) при tO <.t <.tl,
х(т) (1) =

X(tk) при tk-I < t «; tk, k = 2, т,

и положим х (lk) = Xk (k = О, т) . На ступенчатой х(т) (.) функционал пре

вратился в функпию т переменных: F(x(m») =Fm(XI, ... , Хт) .

Интеграл Фейнмана от функлионала xl-+ F (Х) по пространству С
определим следующим образом:

d l т I

SF (х) dx = lim П [21ti (tk - (k-l)]-"2 Х
с m~ook=1
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