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Я. Е. Баранецкий

СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОйСТВА многоточвчнся ЗАДАЧИ

ДЛЯ ОПЕРАТОРНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Иссл едов а нию асим птотики спектр а оп ер аторно-дифференциальных

уравнений с регул яр н ы м и по пер ем ен ной I условиями посвящен ы

многие р а боты ( см., н ап ример, бибн иограф ию в [91) . Спектр альные

свой ства многоточ ечной з адачи для обыкновенных дифференциальных

уравнен ий изуч ал ись в р а ботах [1, 5, 6]. Б [2, 3] исследуется р а зреш и­

мость ан алогов м ноготоч еч ной зада ч и дл я ур ав н ени й в ч а стных про­

изводны х.

Н а стоящая стать я посвящен а изучен ию а симптотики спектр а опе­
р атор а Б алл е -Пуссен а .

Пусть : 1°. Н - сеп арабельное гильбертово простр анство . 2°. А­
линейны й , неогр ан иченны й, положительный, самосопр яженный оператор

в Н . 30. 3 А- I Е О '" (Н) .

1

Н I = L 2 ((О, 1), Н), (и (1), v (t))H,= S (и (1), v (I))Hdt,
о

Н (A~) = ! и Е Н: А Ои Е Н ), "и IIH(AO) = 11 АОи IIH• е:> О,

Н2 = (и (1) Е Нl: А 2mи (1) Е Н» , и ( 2m ) (/) Е H 1) ,

11 Ц (/) "~ , = 11 А 2mц (/) 11 7/, + 11 и(2т) (/ ) " ~, .
-=-...."..---...,...

По теореме о следах [8, теорема 1.3.1 j пр и j = 1, 2т - 1
п реР,ывные функци и [О, 1] -+ Н (А 2m- i- l /2) . Следовательно, на

лены операторы d lj ;
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s= 1, т ,

а ци (1) == u(l-I ) (Ij), l = 1, 'I j , j =~,

'1 1 + '1 2 + . . . + '10 = 2т , 0= {, < {2 < '" < ( о = 1.
Рассмотр им в п ростр а нстве Н I зада чу

Lu (/) = ( - I)"'u(2m) (1) + А 2ти (/) = f (/),
u(l) Е D (L) = ( и и) Е Н2 , d / jll = О , [=~ j = гр} .

Пусть

{
ех р wsAI,

U s (t) =
ехр wsA (1-1 ), s = т + 1, 2т ,

где Ws = 7s + i <f s, s = 1, rn - корни уравнения ш 2m = (- I)m+ ' ,
рованные так , что 71 -< 72 -< ... -< \j!2m , ш, = - W2m- s+ l, пр и

<Р2/-1 > <р 2/ , при т нечегном <Р2! > Cf'2 j+ l , <р , = О;

1

А !- 2m ~I p j ехр (О 1А (! - "С), 1> 1:,

Uo(f, 'С) = т

А '-2т ~ р, ехр wjA (, - (), t -< т ,
/=1

гд~

Р! = п (Шг - Wl)- I;
2m >r* j> 1

R(A ) = det [d/p s (l) ] ;: ; : ~;' j= t:Ii .

(1)

(2)

(.'1)

(4)

прокуме­

т четном

(5)

Обозначим

{ ~ ~ (1, 2, .. ., 2т) ' }W = у Е <1:, у = i.J I1 ~ ш/г , l Е S ,
j= 1 r= Oj_l + 1 1, [ 2, ... , {2т

/
где S - мн ожество п ерестановон чисел 1, 2, ... , 2т ; О } = ~ 'Ik ; 00 = О ;

k =1
Wo = {у Е W, Re y :> Re z Уг Е W}.

Раскрыв а я оп редел итель R (А ), п ол уч им

RА = А 6, ~ Ь (у) ехр (у - 8.) А ,
yEW

Ro (А) = А 6, ~ Ь (у) ехр (у - 81) А , (6)
yE w.

где

I ~
b(y) E<t, YEW; 8.= toJm+ l + "0 +Ш2m; 02= 21 '11( '11-1).

;=1

Предположим, что R ()'k (А» =1= О, k = 1, 2, .. ., где P'k (A»)k"'=l­
спектр оператора А; ), 1 ( А) -< ).2 (А) -< о ...

Решение и (/) зада чи (2), (3) ищем в виде

J

и (1 ) = Sси, 'C)f(t) d'C, (7)
о

где G(t, t)=R-I(А) Gо(t, 'С ),

(

и . (t) .. , U 2т (1 ) UО (t, '(»)
о, ({, "с) = det ,d~I~ I, ( ~) •• о, ~ J,I~ 2: ~п, , ~l~ (~ ~)/, •

d .ppU I (t) о" d'opU2m(/ ) d. cp (ио)/

М ожно показать, что G(/, "с) операторноэначная функтия Грина зада чи

(2), (3)'
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Кроме условий 1°_3°, предположим дополнительно, что: 4°. Лk (А) ~

~ Озk«, 6з > О, а> О . 50. Множества {)'k (A)}k""=l = Sp (А) и N (R) - мно­

ЖёСТВО нулей функции R - в конечной комплексной плоскости не пере­

секаются. 60. Расстояние между Sp (А) и N (Ro) больше е для некого­

рого положительного е. Используя представление операторов СО (t, 't),
Р. (А), можно доказать следующую теорему.

Теорема 1. Пусть выполняются условия 1°_6°. Тогда О есть точка

непрерывного спектра оператора L. Если

{(t) ЕНз={V(I) ЕНI, l6'V(I) EHl, 04=~:(ti-li+I) ~ Оi'Оq-l<m< Оq},
тогда З! решение и (1) задачи (2), (3), принадлежащее пространству Н2 .

З а м е ч а н и е 1. Если заменить условие 4° более сильным

4;. Лk(А) = Озkа , k = 1, 2, .. .,
и отказатьс я от 60, то для «почти всех» в смысле меры Лебега наборов

т = (11, ... , Iv , 6з) [2, З ] утверждение теоремы 1 имеет место.

Рассмотрим в Н J задачу на собственные значения для оператора L:

.. (-1 )mu(2m) (1) + А 2mи (1) = ли (1),

d1ju = О, l = Т;-;, j =~

(8)

(9)

Решение задачи (8), (9) ищем в виде Vk (1) lk' Vk (1) : [О, 1]~ а:, где lk­

собственный вектор оператора А; Alk = Лk (А) lk' k = 1, 2, .... Из свой­

ства оператора А следует, что {lk!k""=l -ОРТОНО Р ;vI и рова н ны й баз ис Н.llо это­

му для определения Vk (1) получим задачу

(_1)mи~2т) (1) + (л2m (А) - ),) о» (1) = О, (10)
(1-1) -- . --

t'k (Ij) = О, l = 1, Vj, J = 1, р. (11)

Обозначим

pk = IЛk (L) - л;m (А) 1I/2m ехр ( 2~ arg (-Л(L) + ),;m (А»). (12)

При этом

(13)

Задача (8), (9) имеет нетривиальное решение, если и только сели

R (Pk) = О, где

R (Pk) = det [(W5Pk)I- 1ехр W5Pklj] :::11: ~.~ / =Т,!j' (14)

Используя результаты работ [1, 4, 71 и свойства множества W, можно по­

казать, что нули функции R (pk) имеют представление

p~~=2"Clnexp2ir~+ ep,l(n), n E7l., (15)

pk~-1 = 2"С2n ехр (2r - 1) i~ + 7,2 (n), n Е 7l., (16)

где <;>, 1 (n), ер,2 (п), n = 1, m - равномерно ограниченные по n гладкие

функции параметров Ь (у), у Е W. При этом , если т четное, то С, =
=C,(J2) E /R , C2=C2(J 1) E /R ; если т нечетное,тоС 1=С 1 (J 1 ) Е /R , С2 =

= С 2 () 2) Е /R , где J 1 = (t s, 05 - четное число) с: ({ 5}~=1; J2 = {t 5}~=1 \} 1;
~ = ,, 12т.

3 а м е ч а н и е 2. Можно поназатъ, что с ер и и нулей вида (15), (1 б}

содержат огр аниченное число подпоследовательностей, которое не превы­

шает количества цепочек, образующих J 1(J 2), J2(J 1). Под цепочкой

длины 1+) будем понимать множество точек (;, 1;+1, . . . , 1;+/, таких ,

что 6;. ОН·] , . . . , Oj+l_l, 1 + Oj+1 - четные или нечетные числа одновре­

менн о, ) «: j, j + l -< р.
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Принимая во вн имание соотношение (1 3), получим

Л~ n (L) ~ ).2'" (А) + СГn2т , k, п Е J?, k :;;,. О, г = О , 1, (17)

где СО < О, С 1 > О.

Пусть m - четное число . Перен умеровав множество ! ),kn\ k+\nl >O в по­
рядке возр астания модулей, получим множество l :J.~):= l . Применяя лемму
работы [9], получим

!,,; (L)~ СзS· l, Сз = Сз(Оз , сО) , (1. 1 =2m~-fТ' (1 8)

Рассмотрим часть спектра 1),~ n J ~ .>nOEZ оператора L . Из условия 6Q И
соотношений (13), (1 5) следует , что

I ),2n 1 :;;,. E~kn ,
2m- l

,,--. ( О )i () (A » 2m- i- 1
~k n = ~ (l. i Pkn 'k ,

j = O

(l. i :;;" О, (l.i Е J?, j = 1, 2т - 1, (1.0 = (l.2т- I = 1. (19)

В силу леммы р аботы [9], перенумеровав множество {'f kn} В пор ядке

возр астания модулей , пол учим множество (Фs}:= I:

~S~C4 S· " С4 =С4 (8 з, C 1) , a. 2 =(2tn -l ) ;;-~I·

Множество ИN (L )J при этой н умерации перейдет в множество lf'-~ (L )I :=I:

Ir~ (L) 1:;;,. const ES
a

, .

Таким образом, ФУНКЦИЯ распределения NL (л) собственных значен и й

оп ератора L имеет оценку

-1 - 1
const 1), 1" 1 « NL (л) « const 11. la2 • (20)

Ана~огичнс получим в случае нечетного т.

3 а м е ч а н и е 3. Если ВЫПОЛНЯЮТСЯ услов и я 1°- 4~, 5° и :I > т:'
то ДЛЯ «по чти всех» наборов Т [2, 3] имеет место оценка

где

const 11 п 1+ k la, <- 1Лkn (L ) I -< const (1п I + k)a., (21)

:I4= 2.mm i n (l , а. }, (l.з>2mmiп(l, a.}-2-j, j>O.

При м е р . Пусть р = 2m, m - четное число . В этом слу чае с пектр

оператора L имеет ас им птотическое п редсгавлен и е

л2n (L) ~ лkm (А) - { nn) 2т 2т" = 1, т,
('f2r и 2г - 12r _ I»

I 2 (1tn j 2m
)' kn (L) ~ Лk

m

(А) + 2 ,г = 1, т - 1,
(sin 2г~ и 2г - 1 2г+ ,» m

п, k Е J?, k > О.

В сл у чае нечетнога т спектр оператора L имеет а симптотик у

п, k Е Z, k > О.

Теорема 2. Пусть л eSp (L) и ВЫПОЛ Н ЯЮТС Я услови я lG-6°, тогда

ЛЕS ,(L).
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Таким образом, доказано р (L) = 12J , если выполняются услови я 1°_6°,
тогда <1: = 5р (L) U 5с (L), S~ (L ) = l2J и 5р (ц- дискретное множество не

и меет точек накопл ен и я, имеющее асимптоти ческое представл ен ие (17),
где р (L) - резол ьвентное множество ; 5г (L) - остаточный спектр.
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ОПАРАМЕТРИЧЕСКОМ ГАМИЛЬТОНО80М ФОРМАЛИЗМЕ

ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ, АССОЦИИРОВАННЫХ

С ОПЕРАТОРОМ ДИРАКА

(1)

(2)

о 1= ЧГ_ ,
e-ij(х , L)

О ] = ф+,
e-il (х , L)

1. Рассмотрим дифференциальную операцию Дирака с быстроубыва -

ющими «потенци ал ам и » q (х , t ), r (х, t) из класса Шварца [1-8]:

: у=iл(х, {)оу +[ О q(x, {)]у, 0 =[1 01'
Х r (х, () О О -1

где YEC(I )(JRl, <1: 2); параметр ',ЕС(I) ([R?, <l:1) -некотор ая комплексно­

эначная функци я переменных х, l Е [R1 Оп ишем класс динамически х

систем для функций q (x, t) , r (х, (), удовлетворяющи х следующему ус­

ловию: обратная задача рассеяния для н и х я вляетс я р азреш имой при

ПОМОЩ l1 алгебраи ческого алгоритма Гельфанда - Левитана - Марченко.

С этой целью, следу я схеме работ [2, 4- 8], построим фундаментальные

решения qr и Ф для V l Е 11\1 как п а раметра со следующим ас имптоти­

ческ им поведением на х = ± 00:

[

e i T( X. / )

~. (х , ( ; л) 1"-- 00 ~ о

г:ф (х, (; )')x ~+oo ~
О

гдl:'

д
i E C(I) (1R2 , <1:1); дх 1(Х' [) = ,,(х, [).

Тогда, очевидно, выполнено следующее соотношение:

W(х, [; л): = Ф (х, [; ',) 5 (t, л), (3)
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