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МОСI(ОВ С КJ I Й физико -тсх нич сский и н -т

мдк 5 J7.946

А. С. Гупало, Г. П. Лопушанекая

РЕШЕНИЕ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ НЕйМАНА

ДЛЯ НЕОДНОРОДНОй СИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКОй СИСТЕМЫ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Получ ен о 26.03.84.

в ряде р а бот со в етс ких и з а р убежн ых а второ в [1, 2, 6, 8, 9, 11 -1 3]
до к а з ан а разрешимость общих гр ан ичны х зада ч дл я уравнен ий и

систем элли пти ческо го типа в р а злич н ы х фун кцион альных простр ан

ствах, а та кж е простр а нствах о бобщенн ых фун кци й в конеч ной обла

сти . И ссл едов аи ие та ких з ада ч про водилось р а зличны ми м етод а м и .

В некото р ых р а ботах пол у ч ены ФО Р :-'1 УЛЫ реш е н и й .

Подход 1\ гр аничн ы м з ада ч а м в обобщен ных функциях , исполь

зованн ый . в р а бота х [2, 6, 8, 131, да ет ВО З МОЖность изуч ать однов р е

м енн о ка к вн утрен н ие, так и в нешн ие гра н ичн ые з ад ачи. В настояшей

статье, ра з вив а я этот подход, доказываетс я еди нствен н ост ь и строятся

р еш ен и я внутренней и внешне й зада ч Н ейм ана для неоднородной

с ил ьн о элли п т и чес ко й системы вар и а цион ного типа второго порядка

в достато чно широких пространствах о бобщенных функций. Классине

ские решения внутренней и внешней з ада ч Н е й м ан а дм! такой системы

построены в [3-51.
Пусть

( )

n 2
а _ \~ а u _ .

А -д и = ...... A"t-a а - f
х . k , l= 1 Xk Х1

(1)

- сильно элл и пт и ческ а я система дифферен циальных уравнен ий, являю

ща я с я системой Эйлера для нек оторого положительно определен ного Функ-

ционала ; Ан = A1k = A ~l (штр их означает тра нспонирование) - п остоян
ные действител ьные к вадратные матрицы пор я дк а р . П усть Q - обл асть

в Rn, п :» 3, огра н и чен на я замкнутой п - l- мерной п овер х н остью S клас

са С ОО; [D (Q)]D, [D (S)JD - пространства бесконечно дифференцируемых

вектор-фун кци й в Q= Q U S и на S соответственно ;

где

С (У' :J= С( ',) (У' :J + Q (У); С* (У, :J = с» (у , :Х) + Q' (У);

СН (У' !.-)= - 2 t A 1k'll (У) -ад
дх k .I= 1 ~

- граничны й оператор типа Нейманя [3, 5] для системы (1); матрицы A1k =
= A ~ l еди нствеи ным образом определяются м атрицами Ak l ; '11 (У) (l =

= 1.11) - компоненты единичного вект ор а ',(у) внутрен ней нормали к 5
в точке у; Q (У) - матрица с бесконечно дифференцируемыми на 5 эле

мен та ми .

Через [D' (Q)]P, [D' (5)]Р, [Х' (Q)JD обозна чаем пространства линейных

непреры вных функционалов (обобщенны х вектор-функций) над [D (Q)]P,
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· [D (5)]Р, [Х (Q)]p соответственно ; через (~, Р) - действие обобщенной век
тор-функции [Р Е [D' (Q)]P (F Е [Х/ (Q)]P) н а основную вектор-функшло

~ Е [D (Q)]P (~ Е [Х (Q)]P); <ер, Р> - действ ие F Е [D' (5)]Р на ер Е [D (5) ) Р.

Постановка задачи Нейнана. Пусть F Е [Х/ (Q))P, В Е (D' (5)JP . В области
Q найти решение системы (1), удовлетвор яющее граничному условию

C(y,:JU==B на 5 . (2)

Вектор-функцию и Е [D' (9)]Р называем решением задачи (1 ) - (2),
если для каждой '.)! Е [Х (Q)]P выполнено соотношение

(А (:J ~ , u)=(t, F)-}<'f' В> . (З}
Теорема 1. Если форма

,<5) (5) Q+Q')
<pQ(y)ep Q=-2- (4)

положительно определена, то задача Неймана имеет единственное реше

ние для любых F Е [Х/ (Q)), В Е [D' (5)JP. Если Q(у) о на поверхности 5,
то решение задачи единственно с точностью до произвольного постоян

ного столбца и для его существова н ия необходимовыполнение условия

J
(E,F)-Z<E, 8 >=0, (5)

где Е - единичная матрица.

Доказательство. Пусть UI, И2-два решения задачи (: )--(2),
и = иl - И 2, тогда

(А (:Jt,u)=o \f'f E[X(9)JP . (6)

в случае (4) из результатов [3 - 5] следует существова н ие единствен ной

вектор-функции t (х), удовлетворяющей уравнению

А (~) 0/ (х) = ер (х), х Е Q, (7)

и граничному условию

С* (у, ~) ~ (у) 15 = О (8)

для каждой <р Е [D (Q)]P. Методами [71 можно показать, что о Е [Х (Q)JP,
Поэтому из (6) получаем (<р, и) = О для каждой ер Е [D (~)1P, т. е. и = О

в [D'(R)]P .
В случае Q(у) = о, у Е S, согласно [3], решение зада чи (7) - (8)

существует для вектор-функции <р Е [D (Q)]P, удовлетворяющей условию

SЕ9 (х) dx = о, (9)
!>!

и определяется с точностью до произвольного постоянного слагаемого.

Для таки х ер согласно (7), (6) ( ер, и) = О. Продолжим обобщенную век-
- Р

тор-функцию и, определенную на подпространстве [DE (9)] вектор-функ-

ций <р Е [D (Q)]p, удовлетворяющих условию (9), на все пространство

[D (Q)JP, исп ользуя представление

<р (у) = ф (у)JE'f (х) dx + <.ро (у) Уср Е [D (Q)]P, (10)

где Ф (у) -- пронзвольно выбранная матрица с бесконечно диф~реНllИ

руемыми в 9 элементами, для которой SЕФ (x)dx = Е, 90 Е [D E (Q)JP , ПО
"доказанному (~o, и) = О, тогда из (10) получаем ('f, и) = ('f' с) (с - про-
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извольиый постоянный вектор) для каждой е Е [LJ (Q)]P, т. е. и = С в про 

странстве [D' (Q)]P.
Подставляя в (3) вм есто Ф м атрицу Е, получаем (5).
Теорема 2. Если F = О, В Е [D' (S)]P, и (х) - решение в области Q

однородной системы дифференциальных уравнений , удовлет вор я ющее

граНИЧИС~1 У условию

I}-->~l,'?' (x.)c(x" ~JU(X,)dS.= < rp, В> \f1' E[D(S)]P (11 )

(S, - параллельн ая к S поверхность ; Х , = Х + Е'/ (Х), ЕСЛ И Х Е S, Х, Е S ,~

ер (х,) = 'f (х», то и (х) является также решением задачи Неймэна для

однородной системы дифференциальных уравнений в смысле (3), т. е .

удовлет воряет условию

(А (:J 1' , и ) = - +< 1' , В> '11' Е [Х (Q)]P. (12 )

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем предполагать выполненным условие (4).
Тогда решение и (х) однородной системы дифференц иальных ур авнен ий

в области 12, удовлетворяющее условию (11), согласно [2], существует

для каждой В Е [D'(S)J P, единственно и имеет вид

и (х) = <ш (х, У), R >, х Е Q, (13)

где ш (х , У) - нормальн ая фундаментальн а я матр ица оператора А (~ ) ;
, ах

обобщенная вектор-функция R определяетс я по заданной обобщенной

вектор-функции В формул ами аналогично [2], при этом

<ер, В> = < -ер (у) +} [с (х, ~)ш (х , у) ] , ер (x) dS, R > "' f E [D (S)]P.

(14)

Равенство (12) с у четом (1 3) принимает в ид

<J ш (У, х) А (~) ~ (x)dx, R > = -+ <'~ , В > y~ Е [Х (Q)]P. (1 5)

Из формулы Грин а [10] для опер атора А (:х ) пол учаем представ
ление в области Q вектор-функции ~ (г) Е [Х (Q)J P, а пер еходя в ней к
пределу, когда z --+ у Е S, имеем

- Jш (У , х) А (~ ) ф (х) ах = - +ф (У) + ~ J[с (х, :х) ш (х, y)J' ~ (х) dS,

(1б)

Из (16) и (14) получаем (15) . В случае Q(у) =О , У Е S, доказател ь

ство проводится ан алогично . Теорема доказана .

В [4] постр оена матрица Грин а G 12 ) (х, (1) з адачи Н еймана для си 

стемы (1) в случае Q(у) =О, У Е S , а в [5] - матрица Грина этой задачи

при условии (4). Определим обобщенные век тор -функци и U I, и2 равен

ствами

(ер, Ul) = (J G(2) (у, х) ер (х) dx, F) - <}G(2) (у, х) rp (х) dx, В), (17)

('f', и2 ) = (J(;(3) (у, х) ер (х) ах , F)- ( JG( 3 ) (у , х) 'f (х) dx, В) (18)

для каждой 'f Е [D (Q)]P.
Теорема 3. Есл и Q(у) - О , У Е S, то пр и выполн ен ии услови я (5)

обобщенная вектор-функци я и ! я вл яется решением в смысле (3) задачи

(1)- (2), удовлетворяющим дополнительному условию (Е , Ul) = О . Вектор-
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функция И2 является решением в смысле (3) задачи (1) - (2) при усло

вии (4).
Д о к а з а т е л ь сл в о . Используя основные с войства матриц Грина

и методы [7], можно пок азатъ , что для каждой rp Е [D (9)] Р

Sси) (у, х) ер (x)dx Е [ Х (Q)]P n [D (5)] 9, i = 2, 3,
Q

так что формулы (17) и (1 8) определяют обобщенные вектор-функции

из [D' (Q)]P. При этом из (5) следует , что (Е, UI) = о .

Из формулы Грина для оператор а А (~) и формулы (16) получаем

для каждой ~ Е [Х (9)]Р

tl> (у) + (J.i
E

Q
SIji (x)dx = S C (i ) (у, х) А (дд) Iji (x) dx, у Е П,

, mes 2 \2 Х

i = 2, 3, а2 = 1, аз = О . Отсюда следует справедливость равенства (3) для
i = 2 и i = 3.

Пусть Qe = Rn"" &2 ; [D (Qe)]P - простр анство бесконечно дифференци

руемых вектор-функци й rp в области Qe, стремящи хся к нулю на беско 

нечности Т2К, что Sш (х, у) <р (y)dy < со , х Е RtI; [Х (Qe)]P - пространство
2 е

бесконечно дифференцируемых в "9е вектор -функций 'Р , удовлетворяющих

условию С '» (х , :х) rp (х) = О, х Е 5, и имеющих на бесконечности порядок

нормальной фундамент а льной матрицы для оператора А (~) ; [D' ("9е) ] 9 ,

[Х' ("9 е ) ] р - пространства линейных непрерывных функц ионалов над

[D ("Q e)]'? и [Х {Q e)]P соответственно.

Постановка внешней задачи Неймана, Пусть F Е [X' (Qe)JP, В Е [D'(5)jP.
Найти вектор -функцию и Е [D ' (Qe)]P, удовлетвор яющую для к аждо й ~ Е

Е [Х (Q)]P условию

( А их)ер, и ) =(Iji,F) +{ < Iji, В >. (19)

Аналогично пр едыдущим доказываютс я

Теорема 4. Решение в нешней задачи Неймэн а единственно.

Теорема 5. Если F = О, и (х) - решение в Q e одн ородной системы

дифференциальных уравнен ий , имеющее н а бесконечности порядок нор

мальной фундаментальной матрицы и удовлетворяющее гр аничному

условию

!~~ si , <р' (х_ ,) C(V) (х_" дх
д
_, ) и (:С ,) гз .: = <ер , В > У<р Е [D (5)] Р

( S_,-параллельная к S повер х ность в Q e; X_, =X -S'l (Х) , есл и х г З,
х _, Е S_ ,; rp (х_ ,) = ер (Х) ) , то и (х) является также решением внешней

зада чи Нейман а в смысле (1 9).
Теорема 6. Обобщенная вектор-фу нкция и, определенн ая равенством

( ер, и) = ие Се (у, Х) rp (х) dx, Р) +<JeОС (у, х) rp (х) ах, в>

для каждой ерЕ [D(Qe)]P, где Ое(у, х) - матр ица Грин а внешней задачи
Неймэн а для системы (1 ), является решением внешней задачи Неймана

в смысле (1 9).
Аналогичные результаты имеют место для сильно эллиптической

системы дифферен циальных уравнени й второго порядка вариационного

тип а с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами при условии

существования для нее нормальной фундаментальной матрицы во всем

пространстве Rn.
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Я. Е. Баранецкий

СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОйСТВА многоточвчнся ЗАДАЧИ

ДЛЯ ОПЕРАТОРНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Иссл едов а нию асим птотики спектр а оп ер аторно-дифференциальных

уравнений с регул яр н ы м и по пер ем ен ной I условиями посвящен ы

многие р а боты ( см., н ап ример, бибн иограф ию в [91) . Спектр альные

свой ства многоточ ечной з адачи для обыкновенных дифференциальных

уравнен ий изуч ал ись в р а ботах [1, 5, 6]. Б [2, 3] исследуется р а зреш и

мость ан алогов м ноготоч еч ной зада ч и дл я ур ав н ени й в ч а стных про

изводны х.

Н а стоящая стать я посвящен а изучен ию а симптотики спектр а опе
р атор а Б алл е -Пуссен а .

Пусть : 1°. Н - сеп арабельное гильбертово простр анство . 2°. А
линейны й , неогр ан иченны й, положительный, самосопр яженный оператор

в Н . 30. 3 А- I Е О '" (Н) .

1

Н I = L 2 ((О, 1), Н), (и (1), v (t))H,= S (и (1), v (I))Hdt,
о

Н (A~) = ! и Е Н: А Ои Е Н ), "и IIH(AO) = 11 АОи IIH• е:> О,

Н2 = (и (1) Е Нl: А 2mи (1) Е Н» , и ( 2m ) (/) Е H 1) ,

11 Ц (/) "~ , = 11 А 2mц (/) 11 7/, + 11 и(2т) (/ ) " ~, .
-=-...."..---...,...

По теореме о следах [8, теорема 1.3.1 j пр и j = 1, 2т - 1
п реР,ывные функци и [О, 1] -+ Н (А 2m- i- l /2) . Следовательно, на

лены операторы d lj ;
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